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Palabras al lector

Matrices presenta un tratamiento riguroso y
sistematico de la teoria de matrices desde una
perspectiva algebraica lineal. Cada nocion
matricial se ancla en el marco axiomatico de los
espacios vectoriales y las transformaciones
lineales sobre un campo F, estableciendo una
correspondencia  precisa  entre  objetos
algebraicos abstractos y sus representaciones
matriciales concretas. Esta eleccion
metodoldgica dota al lector de una comprension
estructural que trasciende la mera manipulacion
simbodlica, siendo de especial relevancia para
aplicaciones en ingenieria, analisis numeérico,
optimizacion y sistemas de control.

La obra se despliega en wuna progresion
conceptual coherente que abarca desde la
definicion formal de matriz y sus propiedades
dimensionales, pasando por la multiplicacion
matricial como expresién de la composicion de
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transformaciones lineales, el analisis del ntcleo
e imagen mediante el Teorema de la Dimensidn,
la teoria de productos escalares, ortogonalidad y
el proceso de Gram-Schmidt, hasta el estudio del
rango y la solucion de sistemas de ecuaciones
lineales. En los tramos finales, el texto desarrolla
la factorizacion de polinomios sobre campos
complejos, el Teorema Fundamental del Algebra
y la teoria espectral de operadores lineales,
incluyendo eigenvalores, eigenvectores,
subespacios invariantes y la nocion de
similaridad matricial derivada del cambio de
base.

Cada definicién precede a los resultados que de
ella se derivan, y cada demostracion se
construye de manera autocontenida haciendo
explicito el rol de cada hipdtesis. Las
demostraciones  recurren a  induccion
matematica, prueba por contradiccion vy
argumentos de dimension, patrones de
razonamiento que el lector internaliza



progresivamente.  Esta  rigurosidad  se
complementa con ejemplos concretos y ejercicios
de  complejidad graduada, incluyendo
problemas de alta exigencia que requieren la
combinacion de multiples herramientas tedricas.

William Alexander Avila Aguilar
Compilador
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Matrices

Definicion 1

Una matriz se puede definir como un arreglo de elementos.
Ahora bien, para establecer cudles son estos elementos, se
debe aclarar sobre qué tipo de conjunto se esta trabajando, por
ende, por fines practicos, estos conjuntos de interés son: el
conjunto de nimeros reales y el conjunto de los nimeros
complejos denotados por R y C respectivamente. Cuando no
se especifique sobre qué conjunto de elementos se estd
estudiando, se utilizara la letra F, que denota o bien los reales
o complejos. Con estas aclaraciones, una matriz es un arreglo
de elementos sobre F cuya representacion o estructura es de
la siguiente forma:

air -t Qim
A=[al-j]=[5 ] 1.1

An1 = Qnm

Para poder interpretar al arreglo 1.1 se debe tener en cuenta
que la letra n hace referencia a la cantidad de filas de dicho
arreglo, mientras que la letra m hace referencia a la cantidad
de columnas de la matriz. Por ejemplo, el elemento a;; que
pertenece al campo F se encuentra representado en la matriz
Aenlafila 1 columna 1. Mas atn, el elemento a;; se encuentra
ubicado en la fila i columna j. En este capitulo de libro, se
asumird que el lector conoce o tiene nocién de los conceptos
de espacios de vectoriales y transformaciones lineales. Resulta
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de gran interés para el estudio de problemas de ingenieria y
matematica como se vincula los arreglos matriciales. Se
definird a continuacion ciertos detalles que hacen relevancia
en el armado de una estructura matricial.

Sea un arreglo matricial A = [a;;] de tamafio de nxm. Se
define como columnas de [a;;] a los elementos que
conforman todas y cada una de las columnas de [a;;]. Se
denotan por:

A=[ATA% . A ..A™"), i=1,..m 1.2

Es importante sefialar a qué nos referimos cuando hablamos
sobre el tamafio nxm. Es fundamental establecer y definir lo
que significa realmente el tamafio de una matriz nxm. Para
ello, se establece el siguiente teorema.

Teorema 1

Sea una matriz A = [a;;] de n filas y m columnas sobre F.

Entonces su dimension es (n)(m).

Demostracion. Sea una matriz A = [a;;] definida como:

A1 Aum
A= : . :
An1 = Qnm

Esta matriz se puede escribir de la siguiente manera:
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1 0 0 1
[a;j] = a1 | o agm |
0 0 0 - 0
0 0 .. 0 0
+a211 0 0 O
0 0 00
0 0 .. 0 0
I
00 0 ol
00 00
T LI
00 .. 00
00 0 0
)
10 00
00 00
L
01 .. 0 0
00 .. 00
RRRT
00 .. 01

Por lo tanto, hay de tal forma (n)(m) matrices lo que iguala la
dimensién (m)(n).

Definicion 2
Suponga que T eL(V,W) donde T se define como una
transformacion lineal sobre los espacios vectoriales V, W sobre

un campo F. Sean vy,v,,..,v, una base de V y sean
W1, Wy, ..., Wy, una base de W. La matriz de T con respecto a
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estas bases es la matriz mxn definida como M(T) cuyas
entradas a;; estan definidas por:

Tv, = a1pWq + AypWo + - QWi

Multiplicacion Matricial

Considere los mapas lineales T:U - V y §:V - W en donde
U,V,W son espacios vectoriales sobre un campo F. Considere
sus respectivas bases vectoriales u;, uy, ..., u,, como la base de
U, en la que vy,v;,..,v, es una base de V, y en la que
Wi, Wy, ..,Wy, es una base de W. Resulta que para la
composicion ST, para 1 < k < p tenemos que:

(STuy = S(Tug) = S(c1xvy + C2xV2 + -+ V)
= S(c1xv1) + S(capv2) + -+ + S(Cnrvn)

=S (i Crkvr> = i CrieS(vr)

r=1 r=1
n

= Z Crk (alrwl + aywy + o0 amrwm)

r=1
n m m n
r=1 j=1 j=1 \r=1

De hecho, se forma el arreglo matricial o la matriz de la
composicion de transformaciones lineales M(ST) cuyo
tamarfio es m x p cuya entrada en la fila j columna k iguala a

n
z ajrcrk
r=1
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Bajo esta decision sobre la composicion de transformaciones
lineales usando sus respectivas definiciones, se produce la
multiplicacion entre matrices. Cabe notar que para que la
multiplicacion pueda ejecutarse la cantidad de columnas de
la primera matriz a la izquierda debe ser la misma cantidad
de filas que la matriz a la derecha en la se realiza el producto

matricial.

Composicion Matricial,
generalizacion

Sean U,V,W conjuntos. Sea F:U -V y G:V - W mapas.
Entonces podemos formar el mapeo compuesto desde U — W
denotado por G°F. Es por definicion el mapeo definido por:

GoF(t) = G(F (L))

Es bastante interesante asociar esta definicion de regla de
correspondencia o mapeo en la composicion matricial. Es
exactamente el andlisis anterior realizado, la diferencia es que
a cada funcion o mapeo le corresponde una matriz asociada o
la matriz de esa transformacion lineal y su composicion no es
otra cosa mas que la multiplicacion entre esas dos matrices. Es
por ello que la cantidad o longitud de la base de V debe ser
exactamente la misma que la longitud de la base del espacio
vectorial del dominio de G que en este caso es V. Es claro que
por ello la multiplicacion matricial puede ejecutarse bajo esa
condicion del nimero de columnas de la matriz izquierda
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debe ser igual al nimero de filas de la matriz derecha. En otras
palabras, sea A una matriz mxn y sea S una matriz sobre un
campo F. Resulta que la multiplicacion entre la matriz Ay S
puede ejecutarse y darse bajo la condicion de que la cantidad
de filas de S sea exactamente n. Por ende,

Amannxp = mep
De cierta forma, podemos analizar el siguiente ejemplo:
2x—7y =0
Esta misma expresion en forma matricial podria expresarse
como:
x

[2 — 7]1x2 [y]zm = [0]1x1

El ejemplo mostrado para esa ecuacion pudo generarse de
forma intuitiva para asociarlo a un andlisis matricial. Lo
interesante es que el resultado de su multiplicacion genera de
hecho una matriz de tamano 1x1. En ciertas ocasiones,
utilizando las reglas del algebra lineal, podemos generalizar
y motivar las definiciones correspondientes a la
multiplicacion entre matrices la cual hace valido los esquemas
y estructuras establecidos.

De forma mas general, sea F un campo y A un vector fijo en
F™. Tenemos un mapa lineal:

Ly:F" > F

Tal que L, (X) = XA para todo X que pertenece a F".
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Dicho de otra manera, sea A una matriz de tamafio mxn, es
decir con m filas y n columnas sobre un campo F. Obtenemos

un mapa lineal
Ly:F* > F™

Tal que Ly(X) = AX para todo vector columna X en K". De
nuevo, como se ha mencionado anteriormente, la linealidad

sigue de las propiedades de multiplicacion de matrices.
LLyX+Y)=La(X)+ La(Y)

2.L4(2X)
= zL,(X),para todo z que pertenece a un campo F siendo un escalar

La multiplicacion entre AX se muestra algo asi:

aqq aln] [xl
An1 - Amnl 1 Xn

Tomar en cuenta y nuevamente resulta de interés, que al

AX =

multiplicar AX que es la ejecucion de multiplicacion de
matrices, debido a que el conjunto de matrices es un espacio
vectorial, significa que su multiplicacion entre matrices no es
un espacio vectorial ya que la conmutatividad no se cumple.
Por ejemplo, no es necesariamente cierto que AX = XA. De
hecho, no se cumple para el caso mencionado anteriormente.
Sin embargo, la multiplicacion entre AX da como resultado
una nueva matriz. En general la multiplicacién de matrices es
un conjunto de matrices de un tamano especifico.
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Teorema 2

Sean V y W espacios vectoriales. Sean vj, ..., v, una base de V
y sean wy, ..., w,, elementos arbitrarios de W. Entonces existe
una tnica transformacion lineal T:V — W tal que:

T(vy) =wy, .., T(v,) = wy
Si ¢4, ..., €, SON nUmMeros, entonces
T(civy + = cpvy) = Wy + -+ cuwy,

Reescribiendo este teorema al espacio vectorial de matrices, se
lo podria asociar de la siguiente manera.

Sean F™ y F™ espacios vectoriales. Sean E%, ..., E™ una base de
F" y sean Kj, ..., K, elementos arbitrarios de F™. Tomar en
consideracion que por definicion y notacion F™ son aquellos
vectores de elementos sobre F que constan de n filas y F™ son
aquellos vectores cuyos elementos sobre F resultan ser de m
filas. Entonces existe una tnica transformacion lineal Ly: F™* —
F™ tal que

Ly(EY) =Ky, ..., L,(E") = K,

Si x4, ..., X, SON NUMErOs Xy, ..., X, son unicos debido a que los
elementos EL, ..., E™ son linealmente independientes, entonces

LA(xlEl + -+ anTL) = lel + "'ann

Demostracion. En primer lugar, probaremos que tal mapa L,
satisfaciendo la requerida condicion existe. Sea E un elemento
de F", y sean xy,..,x, los Unicos niumeros tales que E =
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x1E' 4+ -+ x,E". De hecho, es factible pensar que esos
numeros Dejamos como:

LA(E) = lel + -+ .ann

Hemos entonces definido un mapa L, desde F" hacia F™, y
afirmamos que L, es una transformacion lineal. Si E' es un
elemento de F™, y si E' = y;E' + --- + y, E™. Entonces:

E+E = (x; +y)EY+ - (x; + y,)E™
Por definicidn, obtenemos:

Ly(E+E") = (xy +yDK + -+ Oy + DKy
= lel + lel + -+ anm + ynKm
= La(E) + Lo(E")

Sea ¢ un numero. Entonces CcE = cx;E'+ -+ cx,E™.
Aplicando la transformacion lineal L, tenemos:

La(cE) = cx Ky + -+ cxp Ky,

En consecuencia, hemos probado que L4 es lineal. Ahora bien,
para el concepto de matrices, la definicion de L4 en donde por
definicién denotamos como A a la matriz de la transformacion
lineal asociada, resulta que:

Lu(E) = AE =K

Es maés, A o siendo mas claro, el tamafio de A debeserdem x n
con el fin de obtener el siguiente tinico resultado asociado a la
matriz K:

LA(E) = AmxnEnx1 = Kimx

20



Tal mapa es unico, porque para cualquier elemento x,E! +
o+ x,E™ de F™, resulta que cualquier mapa lineal Lg: F"* -
F™ tal que LB(Ei) =K; para i=1,..,n debe también
satisfacer:

LB(.xlEl + -+ ann) = leB(El) + -+ anB(En)
=x1Ki + -+ x,K,

En consecuencia:
L,(E)=Lg(E) =AE =BE =BE =AE =K

Por tanto, encontramos otro resultado mas interesante.
Habiendo ya definido la matriz de la transformacion lineal, su
matriz asociada es tnica para esa transformacion lineal L4
donde A es la matriz asociada a esa transformacion lineal.

Ejercicios
1. Sea §:V — W el mapa lineal desde un espacio
vectorial a otro. Muestre que S(0) = 0

Desarrollo. Asociado este problema a cardcter matricial, se
debe esclarecer que la matriz asociada a S debe estar
especificada segtin la base del espacio vectorial V y W. Por
ende, definiendo la base de vy, ...,v, y la base de W como
Wy, ..., W, la representacion del elemento 0 se da bajo esta
condicion:

0=0v +--+0v,
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Bajo la definicion de que la matriz de la transformacion lineal
o mapa lineal S denotada por M(S) esta considerada como la
matriz de tamafio mxn tal que:

SV = S1pWq + SopWq + o + Sy Wm

Los elementos de M(S) son los que estan descritos como s;; en
el que i corresponde a la fila i columna j. Ahora bien, lo que
solicita el problema, es demostrar que la transformacion de S
sobre el elemento neutro definido como O es 0. No esta
solicitando informaciéon de la matriz de la transformacion
lineal, lo que también podria hacerse pensar, cual es la matriz

0. En consecuencia,

S(0 + 0) = S(0) + S(0) = S(0) + S(0) — S(0)
=5(0 + 0) — S(0) = S(0) — S(0) = 0 = S(0)

Kernel e Imagen de una
transformacion lineal. Analisis

matricial.

Considerando que se define como kernel o espacio nulo, tal
como esas palabras sin importar lo que conlleve a pensar
después, al conjunto de elementos v que pertenecenaV tal
que F(v) = 0. Ahora bien, en el contexto de matrices,
consideremos el siguiente ejemplo. Si A es un vector arbitrario
en R™, se puede definir el mapa lineal L4: R™ — R, en el que su
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kernel puede ser interpretado como el conjunto de todos los
elementos X los cuales son perpendiculares a A, estableciendo
que L, (X) = AX. Por ejemplo, particularizando, sea L: R®> - R
el mapa tal que:

L(x1,%x3,%3) = 3%; — 2% + X3

Por ende, si A = (3,—2,1), podemos escribir L(X) = XA = AX.
La multiplicacién esta siendo obvia con respecto al producto
punto:

(x1,x2,x3)(a,b,c) = xya + x3b + x3¢ = (a, b, c) (x4, x5, X3)
= ax, + bx, + cx3

La necesidad de analizar cual es el espacio nulo de una
transformacion lineal, en el que se asocia su matriz, podria
interpretarse de la siguiente manera. Sea S matriz de la
trasformacion lineal descrita por S: F* — F™ ya definida sus
bases. Entonces esta transformacion lineal:

Lg: F™ — F™

En el que Lg: SE corresponde a multiplicar la matriz de Lg cuyo
tamaro es de mxn.

Su kernel o espacio nulo se define como aquellos elementos E
tales que SE = 0. La intencion de este capitulo de libros es
analizar que caracteristicas debe cumplir esa matriz S para
ciertos casos particulares.
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Teorema 3

Sea Lg: F™ — F™ un mapa lineal cuyo espacio nulo es 0. Si H-
1 .. H*¥ son linealmente independientes en F", entonces

Lg(HY), ..., Ls(H*) son linealmente independientes en F™.

Demostracion. Sean fi, ..., f nameros tales que:
fils(H') + - + fiLs(H*) = 0

Es decir, existen escalares tales que al multiplicar por los
elementos Ls(HY), ..., Lg(H®) se obtiene el elemento O de F™.
En primer lugar, como seria posible aceptar que esa
suposicion es factible. F™ es un espacio vectorial, por ende O
esta en F™. De cuantas maneras seria posible escribir dicho
elemento neutro en F™. Puede ser escrito en una infinidad de
formas, por tanto la generalizacion descrita no estd mal
propuesta. Ahora bien, por linealidad tenemos lo siguiente:

Ls(fiH + -+ fyH*) =0

Por ende, fiH! + -+ + fH* = 0. Debido a que H?, ..., H* son
linealmente independientes, fi,...,f; son iguales a 0. Por
tanto, la expresion:

fils(H) + - +ka5(Hk) =0Lg(HY) + -+ OLS(Hk) —0

Manifiesta que  Lg(H%Y),...,Lg (H k ) son linealmente
independientes.

Cabe mencionar, que la representacion para

fiLS(Hi) = fiSHi = fiSmanrilxl
24



En donde S es una matriz de tamafio mxn. Por tanto, los
elementos  obtenidos SHY,..,SH¥ son linealmente
independientes.

En general, sea Lsg:F" —» F™ un mapa. Se dice que Lg es
inyectiva si para cualquier A, B enV y A # B, entonces Lg(A) #
Ls(B). En otras palabras, que Lg sea inyectiva, significa que Lg
tome distintos valores a distintos elementos de F™. Dicho de
otra manera, también se lo puede parafrasear en el que Lg es
inyectiva siy solo si dado 4,B enV

Ls(A) = Lg(B), implica que A = B

Teorema 4

Sea Lg: F™ — F™ un mapa lineal, entonces Kernel(Ls) = {0} =
Lg es inyectiva.

Demostracion. Para probarlo en primer lugar partimos de
Kernel(Ls) = 0, y ahora supongamos que H, T son elementos
de F™ tales que Lg(H) = Lg(T). Analicemos por qué razén
podria asumirse que dichos elementos pueden cumplir tal
suposicion. Se tiene conocimiento que F™ es un espacio
vectorial, por tanto, el elemento O estd en F™. De igual forma
0 es tnico en F™. Asi mismo el inverso aditivo es tinico. Mas
aun, lo que se esta tratando de escribir como suposicion a
partir de que F™ es un espacio vectorial, es de que Lg(T) es el
inverso aditivo de Lg(H). En conclusion, no hay nada de malo
en esta asuncién. Por lo tanto,
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Lg(H-T)=0

Por condicién inicial Ker(Ls) = Kernel(Lg) = O, es decir que
H —T = 0, por tanto H = T concluyendo que Lg es inyectiva.

Para probar la otra parte, ahora la condicion inicial es que Lg
es inyectiva. Esto quiere decir que si H es tal que Lg(H) =
Lg(0), hay tomar nuevamente en consideracion si es factible
asumir tal posibilidad. Se conoce que F™ es un espacio
vectorial y en consecuencia contiene al elemento neutro O.
Ademas, si Lg es una transformacion lineal, siempre Lg(0) =
0. Por ende, la consideracion de asumirla factible no esta
demas al utilizar Lg. En consecuencia, por ser inyectiva, y
parafraseando la definicion de Ker(Lg) ={H € F™*:Lg(H) =
0}, la tinica posibilidad o resultado bajo esa definicion es que
entonces si Lg(H) = Ls(0) implica que H =0 por ser
inyectiva. Por otra parte,

LS(H) = SH, Sixn

Conlleva a responder que si Lg es inyectiva, el espacio nulo de
Lg es la matriz nula. Es de interés analizar que relevancia esta
asociada con la matriz de la transformacién lineal S
considerando que es el vector nulo O € F" si el mapa lineal es
inyectivo.
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Imagen de una transformacion
lineal. Analisis en matrices.

Sea una transformacion lineal Lg: F* — F™ . Se define como la
imagen de Lg al conjunto de elementos R en F™ tal que existe
un elemento EdeF™ en el que Lg(E)=R. Tener en
consideracion que resulta de particular interés que la imagen
de Lg es un subespacio de F™. Para probarlo o darnos cuenta
de que tal aseveracion es cierta, en primer lugar, se debe estar
seguros de que el elemento neutro de F™ pertenece a la
imagen de Lg. Ya se probd en lineas anteriores Ls(0) = 0 y
segun la definicion de imagen de Lg, es el conjunto de
elementos en K en F™ tal que existe un elemento E en F™ en el
que Lg(E) = R, por otro lado, dicho elemento en F" al ser
tomado en consideracion al elemento neutro, al utilizar
Lg(0) = 0.Mas atn, O esta en F™ por ser un espacio vectorial,
pero se consigue con mayor seguridad de que O esta en la
imagen de Lg por su definicion, de que existe un elemento, tal
que al utilizar Lg sobre O que estd en F™ nos garantiza que
dicho elemento neutro O estd la imagen de Lg, en otras
palabras O € Im(Ls). Ahora debemos comprobar que la
adicién sobre F™ y multiplicaciéon por un escalar sobre F™
también son validas en la imagen de L.

Sean Ry, R, elementos de la imagen de Lgs. Consideremos por
un instante, si se puede suponer tal cosa. Debido a que Lg es
una transformacion lineal desde un espacio vectorial a otro,
tal consideracion si es posible que existan elementos R; y R,
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que estén en la imagen de L. Por ende, existen elementos E, H
tal que Lg(E) = R; y Ls(H) = R;. En consecuencia:

Ls(E+H)=Ls(E)+Ls(H) =R, + R,

Ahora bien, teniendo en consideracion que Lg es un mapa
lineal, tal condicién es verdadera, y ademas Lg(E) € F™,
Lg(H) € F™ entonces por la definicion de imagen de Lg la
suma de esos dos elementos también esta en la imagen de
Lg.Por otra parte E € F" y también H € F". Finalmente
revisando la multiplicacién por escalar, debemos verificar que
la multiplicacion por escalar este en la imagen de Ls. Sea ¢ es
un numero, y teniendo en cuenta que R; estd en la imagen de
Lg, por tanto:

Ls(cE;) = cLg(Ey) = cRy

Por tanto, la multiplicacion por escalar esta en la imagen de
Ls o en otras palabras cR; estd en la imagen. Sin dejar atras el
significado de Ls en el que, asociando su matriz de la
transformacion lineal, se tiene que para un elemento E de F",
Ls(E) = SpmxnEnx1 = Kmyx1. Porlo tanto, laimagen de Lg consta
de todos los elementos K € F™™ en el que existe un elemento
Enx1 € F' enel que SpynEnx1 = Kimx1-

Teorema 5

Sea F™ un espacio vectorial. Sea Lg: F* — F™ un mapa lineal
de F™ hacia otro espacio F™. Sea n la dimensién de F", q la
dimension del espacio nulo o kernel de Lg, y p la dimensiéon
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de la imagen de Ls. Entonces resulta que n = g + p. En otras
palabras,

dim F"* = dim KerLg + dim ImLg

Demostracion. Si la imagen de Lg consta de solamente O,
entonces nuestra asercion es trivial. Ahora bien, cabe
mencionar que el teorema entrega la dimension de la imagen
de Lg por ende significa que consta de una cantidad de
elementos que constituyen una base de la imagen de Lg sin
olvidar la definicion de lo que es la imagen de Lg,
recorddndola por si acaso, como aquellos elementos R € F™
en el que existen un elemento E € F" en el que Lg(E) = R.
Ahora, asumamos para evitar el caso trivial, que p >
0.Estableciendo de forma general, sea una base de la imagen
de Lg definida por Kj, ..., K,,. Como pertenecen a la imagen de
Ls, sean los elementos de V aquellos E?,..., EP tales que
Ls(E')=K; i=1,..,s. Si el kernel de Lg no es 0, sean
UY,...,U% unabase del kernel de Lg. En el caso de que el kernel
de Lg sea O, estd entendido que la referencia en lo que respecta
a Ul ..., U9 serd omitida para lo que se seguird probando. De
hecho, aseguramos bajo estas consideraciones que estan
generalizadas que E?, ...,EP,U?,...,U% es una base de F". Es
mas, esto sera suficiente para probar el teorema. Sea E
cualquier elemento de F™. Entonces existen elementos
Xy, .., Xp tal que:

Ls(E) = lel + -+ prp

29



Debido que Kj, ..., K, constituye una base de la imagen de Ls.

Por linealidad, dicho resultado es obtenido por:
Ls(E) = Ls(x1E* 4 -+ + x,EP)
Ahora, restando a ambos lados Ls(x1E* + -+ + x,EP):
Ls(E) — Ls(x,E* + -+ + x,EP)

= Lg(x,E* + -+ + x,EP)
— Ls(x,E* + -+ x,EP) = 0

En consecuencia, nunca olvidando que Ls es una
transformacion lineal

Ls(E — x,E* — - — x,EP) = 0

Por ende, E — x;E® — -+ — x, EP estd en el kernel de Ls. Lo que
falta probar para que E%, ..., EP sea una base del kernel es que
extienda al kernel y sean linealmente independientes.
Entonces existen elemento yy, ..., y, tal que:

E —x;E' — - = x,E? = y, U + -+ y, E1
Por ende, reorganizando el elemento E € F"
E=xE" 4+ -+ x,EP + y,U' + -+ y, E?

Esto logra probar que los elementos EY,.. EP,U?,... E1
extienden a F™. Ahora toca demostrar que sean linealmente
independientes. Debido a que F™ es un espacio vectorial, el
elemento O esta en F", por tanto, la consideracion siguiente

existe:
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0 =x;E* 4 -+ x,EP + y U + -+ 4 y, E1
Aplicando Lg a ambos lados,

Ls(0) = Ls(x,E* + -+ + 2, EP + y, U + - + y,U)
= x;Ls(EY) 4 -+ + x, Ls(EP) + y1 Ls(U") + -
+¥,Ls(U?) =0

Analicemos un poco esta expresion que es bastante
interesante y un resultado maravilloso. Nuevamente
recordando la definiciéon de Ker(Lg) = {E € F™: Lg(E) = 0}.
Debido a que la base de Ker(Lg) es U?, ..., U1 estos elementos
estan en ese subespacio vectorial, por lo tanto

Ls(U) =0, i=1,..,q
Y obtenemos ahora,
0 = x1Ls(EY) + -+ + xpLs(EP) = x; K1 + -+ + x,KP

Lo que significa que x; =0, i =1,..,p debido a que los
elementos Lg(E') =K;, i =1,..,p definidos anteriormente
por ser una base de Im(Lg) son linealmente independientes
por definicion. Incluso concuerda con la cantidad de
elementos definidos como dicha base de la imagen de Ls. En
consecuencia, se obtiene el siguiente resultado volviendo a la
condicion inicial de haber expresado al elemento O

y1Ls(UY) + -+ YqLls(U?) = 0 = Ls(0)
= Ls(n Ut + -+ y,U9)

Es decir, lo tnico que se ha probado es que los escalares para
la combinacién lineal que involucra a los elementos de la base
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de la imagen de Lg son 0. Por ende, dejando como estaba
anteriormente

y Ut + -+ y,U=0

Sin dejar a un lado que dichos elementos U 1 ...,U% son una
base del kernel de Lg, son linealmente independientes, por
ende, y; = 0, i =1, ...q. Esto concluye la prueba.

Como este capitulo de libro estd enfocado a la matriz de la
transformacion lineal como tinica, hasta el momento, en lineas
posteriores se vinculara el significado de rango columna y
rango fila con la dimension de la imagen de L;, que en
consecuencia significan lo mismo.

Productos Escalares y
Ortogonalidad

En esta seccion, se estudiard y analizara cada enunciado de los
teoremas a continuacion con el objetivo nuevamente de
vincular al andlisis matricial. Resulta que la parte o palabra
ortogonalidad da un resultado bastante curioso cuando se
trata de sistemas de ecuaciones lineales y esto es sumamente
util para problemas asociados a analisis numérico,
optimizacién, sistemas de control, fisica, economia entre
otros. Se definird sobre un campo F. Para no perder la
desilusion sobre todos los conceptos, se da un breve recuerdo
del significado un campo F.
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1] L ] e 7/
Definicion 3
Sea F un subconjunto de los nimeros complejos C. Los
elementos de F también se llamaran numeros o escalares.

Diremos que F es un campo si satisface las siguientes
condiciones:

CF1. Si x,y son elementos de F entonces x +y y xy son
también elementos de F.

CF2.Si x esta en F, entonces —x es también un elemento de F.
Si mas atn, x es diferente de 0, entonces x~! es también un

elemento de F.
CF3. Los elementos 0 y 1 son elementos de F.

Con esta definicion, siempre se definird un espacio vectorial V
sobre un campo F como un conjunto de objetos los cuales
pueden ser afiadidos y multiplicados por elementos de F, en
tal forma que la suma de dos objetos de V es nuevamente un
elemento de V, el producto de un elemento de K por un
elemento de V es un elemento de V y las siguientes
propiedades son satisfechas:

EV1. Dado elementos u, v,w de V, tenemos
u+v)+w=u+@w+w)
EV2. Hay un elemento de VV denotado por O tal que:
O+u=u+0=u
Para todos los elementos u que estan en V.
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EV3. Dado un elemento u de V, existe un elemento —u en V tal
que

u+(—u)=0
EV4. Para todos los elementos u, v de V tenemos
ut+v=v+tu
EV5. Si ¢ es un nGmero, entonces c(u + v) = cu + cv.
EV6. Si a, b son dos numeros, entonces (a + b)v = av + bv.
EV7.SI a, b son dos nameros, entonces (ab) = a(bv)

EV8. Para todos los elementos u que estan en V, tenemos 1u =
u.

Estas propiedades como es el caso de estudio en este capitulo
de libro para matrices también pueden ser verificadas en ese
conjunto A de matrices de tamafio mxn como un espacio
vectorial. Es decir:

Un espacio vectorial A, sobre un campo F es un conjunto
de objetos los cuales pueden ser anadidos y multiplicados por
elementos de F, en tal forma que la suma de dos objetos de
Apxn €s nuevamente un elemento de A,,,,,,, el producto de un
elemento de K por un elemento de A4,,,, es un elemento de
Apman v las siguientes propiedades son satisfechas:

EV1. Dado elementos V., Uman, Winxn d€ Apxn, tenemos
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Wnen + Uman) + Wanaen = Vien + (Unnaen + Wanaen)
EV2. Hay un elemento de A, denotado por O tal que:
0+ Upman = Umaen + 0 = Uiy
Para todos los elementos Uy, que estan en A, ,,.

EV3. Dado un elemento Uy, de A, €xiste un elemento
—Upxn €N A tal que

Unxn + (=Umxn) = 0
EV4. Para todos los elementos Uy, Vingn de Apmyn tenemos
Unan + Vinan = Vian + Uman

EV5. Si ¢ es un ntiimero, entonces ¢(Upxn + Vinxn) = CUpmxn +

Vinxn-

EV6. Si a, b son dos nimeros, entonces (a + b)Vyon = aVyyn +
bV,xn-

EV7.SI a, b son dos nameros, entonces (ab) = a(bVy,p)

EV8. Para todos los elementos u que estan en A,,,,,, , tenemos
1Wnxn = Vinxn-

Analicemos la siguiente transformacion lineal: Sea V;,,,, un
espacio vectorial y sea Py, La intencién es verificar si
T:Vixn = Puem tal que T(Vixn) = VixnRuxm €S un espacio
vectorial. En este caso silo es. Ahora se analizara si el conjunto
de elementos que pertenecen al conjunto de n tuplas de
elementos en F denotado como V =F" es un espacio
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vectorial. Entonces, sea V = F" el conjunto de n — tuplas de
elementos en F denotados por X = (xy,...,x,) o llamados
vectores. Existe un especial interés por un vector de esa

estructura definida con un vector columna. Para ello, se define
X1

como vector columna a X = ( ) Sin embargo, al utilizar los
le

principios de espacio vectorial, la representacion de X como
vector columna no es congruente con la representacion de X
como vector fila, pero si a X lo representamos como este vector

x\T
X= <> = (X4, ..., Xp) si se puede sumar y multiplicar por
Xn

escalar por elementos de K de tal manera que la suma de dos

elementos estén nuevamente de F" de la misma clase y la
x1\T

multiplicacion por un escalar a ( ) este nuevamente en F™.
xn

Ahora bien, para probar que este conjunto es un espacio
vectorial sobre F, es decir, al anadir y multiplicar por
elementos de F, la suma de dos objetos de F" es nuevamente
un elemento que estd en F", la multiplicacidon de un elemento
de F por un elemento de F" es nuevamente un elemento que
estd en F" y en el que las siguientes propiedades son
satisfechas:

EV1. Dado elementos X = (xq,..,x,),R = (r,...,1),P =

p1\T
| de F™, tenemos

Pn
(X+R)+P=X+(R+P)
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p1\T
((Xl, ...,xn) + (T‘l, ...,T‘n)) + ()
Pn

120
= (Xq, 0, X)) + | (g, 1) +{
Pn

EV2. Hay un elemento de F™ denotado por O tal que:

X+0=X+0=X

pi\T p1\T p1\7T
Por ejemplo, sea ( ) +0 = () +0 = ()
Pn Pn Pn

Para todos los elementos X que estan en F™.

p1
EV3. Dado un elemento (

p
pi\T i
—() en F" tal que

Pn
p1\T 1\
Pn Pn

EV4. Para todos los elementos X, W de F™ tenemos

X1 T X1 T
|+ (W, e, W) = (W, e, W) e
Xn Xn

T
> de F", existe un elemento
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X1
EV5. Si ¢ es un numero, entonces ¢ <

xn
x\T
c ) + c(Wy, ..., Wy).
xn

x\T
EV6. Si a,b son dos numeros, entonces (a+b)<---> =

Xn
x\T x\T
a() +b<...>_
Xn Xn

x\T
EV7.9SI a, b son dos nameros, entonces (ab) = a| b ( )
xn

T
) + Wy, o wy) | =

EV8. Para todos los elementos u que estdn en F" , tenemos

x\T x\T
1() =1(xq, e, Xp) = <> .
xn xn

Regresando al caso de productos escalares y ortogonalidad,
establezca un espacio vectorial F™ sobre un campo F. Un
producto escalar sobre F™ es una asociacion en cual para
cualquier par de elementos E, A que estan en F", denotado por
<E,A> o también EA, que satisface las siguientes
propiedades:

PE1. Tenemos < E,A >=< A,E > para todo E, A que estan en
FTL

PE2. Si E, A4, R son elementos de F™ entonces,
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<E,A+R>=<EA>+<ER>

PE3. Si x estd en F, entonces <xE,A>=x<E,A>y <
E,xA>=x<EA>

El producto escalar es dicho como no degradado si en adicion
también la satisface la condicion:

Si E esun elementode F*,y <E,A >
= 0 para todo A que esta en F™*,entonces E
=0

Ortogonal

Tomese en consideracion el siguiente ejemplo. Sea F™.
Entonces el mapa

X,Y)—Xx-yT

Enla cual X, Y son elementos vectores filas de F™. La intencién
es comprobar si esta asociacion entre X, Y tal que el segundo
elemento del producto sea la transpuesta del vector escogido
y se consiga un producto escalar. Comprobando las
propiedades que debe satisfacer:

PE1. Tenemos < E,A >=< A,E > para todo E, A que estan en
FTl

1
<XY>=X-YT = (xq, .., %) () =<Y,X>=Y-XT
Vn
X1
= V1) - Yn) () =Y1%1 + o+ YuXn
le
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PE2.Si X, Y, W son elementos de F™ entonces,

<X Y+ W >=(x1, .0, %) (V1) o0 V) + (Wq, o, wp)]T
= (X1, s Xp) * (1 + Wa, e, Y +F w)]”

Y1+ wyq
= (X1, 0es X))

=x1y1 +xwqy + -+ x Y, +x,Wy
=x1Y1+ X0 Yn FXWq W, =
<X Y>4+<X,W>

PE3.Sir estden F,entonces< rE,A>=r <E,A>y<E, TA >
=r<EA>

V1
<rX,y>=X-YT = (rxl,...,rxn)-<---) =r<XY>y
Yn

™Y1
<XrY>=X-ryYT = (xl,...,xn)-< ) =r

TYn
<XY>

Analizar si el mapa descrito anteriormente es una
transformacion o mapa lineales, se debe probar los siguiente.
Sea el mapa definido anteriormente como una funcion
P:F"XF">F tal que P(X,Y)=X-YT para todos los
elementos X,Y € F™. En ese caso,

P(X,Y)+ (R, S)=PX+RY+S)=X+R) - (Y +5)T
PX,Y)=X-Y", PRS)=R-ST

X-YT+R-ST = (xyy1 + -+ x0p) + (151 + -+ + 1y8p)
#X+R) - (Y +9T
= (xl + 7”1)(371 + 51) + et (xn + rn)(yn + Sn)
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Por tanto, el mapa definido como la asociacion de elementos
X,Y € F™ hacia un escalar no es un mapa lineal. Incluso podria
generarse la pregunta si F" X F* - F en el que Q(X,Y) =X -
YT es un espacio vectorial sobre F. Ahora surge la pregunta si
Q forma algtin conjunto de elementos. Se podria definir como
el conjunto P tal que:

P={QE€[F"xF"+— F:Q(X,Y) =X -YT]}

Cudl seria la suma de elementos tal que al escoger dos
elementos en P, nuevamente se tenga un elemento en P. Por

ejemplo, si @, Q; estanen P,

Qi1 (X,Y) + Q:(X,Y)

De esta manera se define la suma Q; + Q; como el mapa en el
que su valor en un elemento (X,Y) de F* x F™" es Q;(X,Y) +
Q2 (X,Y). De igual manera definimos al producto de Q; por un
elemento de F como el mapa cuyo valor en un elemento (X, Y)
de F* x F"escQq(X,Y) paracen F

Verificando las propiedades para espacio vectorial:
EV1. Dado elementos tenemos Q4, Q,, Q53
(Q1+0Q2) +0Q3 =01 +(Q2+Q3)
EV2. Hay un elemento de P denotado por O tal que:
0+Q=0Q+0=Q

Por ejemplo, sea QX,Y)+O0(X,Y)=X-YT+0(X,Y)=
OX,Y)+X YT =X-YT
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Para todos los elementos X, Y que estan en F™ x F™. Por tanto,
dicho elemento 0(X,Y) es 0.

EV3. Dado un elemento Q de P, existe un elemento —Q en P
tal que:

QXN+ (X, ) =0(x,Y)
XYT+(-0x,"))=0X,Y)=0
= (x1y1 + -+ xy0) + (-0(X,Y)) = 0

—0(X,Y) = =391 — = — XY = —1001 Y1 + -+ Xy Yn) =
—1Q(X,Y)

EV4. Para todos los elementos @4, Q, de P tenemos
Ql(X; Y) + Qz(X, Y) = QZ(X' Y) + QI(X' Y) = Z(X ’ YT)

EV5. Si ¢ es un numero, entonces c(Q1(X,Y) + Q,(X,V)) =
CQl (X' Y) + CQZ (X, Y)

EV6. Si a,b son dos numeros, entonces (a+ b)Q(X,Y) =
aQ(X,Y) + bQ(X,Y).

EV7.9SI a, b son dos nameros, entonces (ab) = a(bQ(X , Y))
EV8. Para todos los elementos u que estan en F" , tenemos
10X, Y) = 101 y1 + -+ X)) = Lxqyq + -+ gy =

X1 y1 + o v = QX Y).

Sea F™ un espacio vectorial con un producto escalar. Como
siempre, definimos elementos E,A de F" los cuales son

ortogonales (E L A)si < E,A >=0.5i S es un subconjunto de
F", denotamos como S+ al conjunto de todos los elementos E
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que estan en F™ los cuales son perpendiculares a todos los
elementos de S, es decir:

St={E€F“<EW >=0,YW € S}

De hecho, se puede utilizar las propiedades PE2 y PE3 para
probar que S* es un subespacio de F™, el cual se denomina
espacio ortogonal de S. Sea U el subespacio de F" generado
por los elementos de S. Si W es perpendicular a S, y si V;,V,
estan en S, entonces

<W Vi +Vo>=<W,V; >+<W,V, >=0
Si ¢ es un nmero o escalar, entonces
< W,CVl >=c< W,V1 >

Decir que U es el subespacio de F" ya se esta afirmado que
contiene el elemento O de F". Ahora si también es generado
por los elementos de S, definamos como By, ..., B, elementos
de S que extienden a U, en otras palabras:

U= span{Bl,...,Bp}
={x;B+ - +x,Byix; €F, i=1,.,p}

Sea F™ un espacio vectorial con un producto escalar. Entonces,
en primer lugar el elemento O estd en F™. Ahora bien,

<V, V>=<V,V+0>=<V,V>+<V,0>

Debido a que el producto escalar sobre un campo F asocia un
escalar, estos tienen su inverso aditivo, por tanto

43



<V V>-<VV>=<V,V>+<V,0>—<V,V>=<V,V
>-—<V,V>4+<V,0>=0

<V,0>=<0,V>=0

Hay algo bastante interesante respecto al andlisis matricial de
este capitulo. Resulta que la generalizaciéon para todo V

conlleva a expresar algebraicamente un elemento vector
n
columna de F™ lo mas general posible, por ejemplo, R =

rn
Ahora bien, escogiendo un elemento Q de F™ y si en adicion
<Q,R>=0 para todo R que estd en F" resulta ser que

siempre el elemento Q es el elemento neutro, sin importar cual

sea R. Por ejemplo, escogiendo R = [:ﬂ que estd en R? y

siendoT = [2]

<T,R>=0, tanto como para T = O en el que sea O de R? se
cumple de que ese espacio vectorial con un producto escalar

es 0 sin embargo si se escoge T = [_11] también el producto

escalar es 0. Lo que pasa es que la condiciéon de no degradado
es que el elemento R tiene que ser generalizado para todo, y
en adicion el producto escalar es 0 por tanto, R es expresado
de esa manera para que se cumpla la condicion de no
degradado.
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Mas general para matrices, [a;;] representa una matriz de
tamafio mxn enun campo F, y sean 4, ..., Ay, sus vectores filas
enel que X = [xy, ..., x,]* como lo usual. Resulta que el sistema
de ecuaciones lineales

ai1Xx1 + -+ A nXpn = 0

A%y + -+ appxn, =0

Puede ser abreviado de la siguiente manera: A;X =
0,..,A,X =0. Si analizamos un momento, la abreviacion
realizada por el sistema de ecuaciones lineales es por medio
del producto escalar definido anteriormente, es decir, la
primera componte es un vector fila y su segunda la
transpuesta.

El conjunto de soluciones X de este sistema homogéneo es un
espacio vectorial sobre F, lo cual es cierto, basta con empezar
que el elemento O que estd en F™ es valido para ese conjunto
denotado por X. Sea W el espacio generado por Ay, ..., Ay,. Es
decir;

W = span(Ay, ..., Ap)
={cA1 + -+ cplnicy, ..., Cpestanen F}
= {c1(a11, -, a1n) + -+ cu(@ma, o) Amn)}

Ahora sea U el espacio que consiste en todos los vectores en
F™ perpendiculares a Ay, ...,A;;. Es decir, U={Y € F":<
Y,A;>=0, A, €F", i=1,..,m}. Entonces U es
precisamente el espacio de soluciones del sistema de
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ecuaciones lineales mostrado anteriormente. Los vectores
Ay, ..., A, podrian no ser linealmente independientes.
Notamos que dim W < m, y llamamos

dimU = dimW+

Como la dimensidn del espacio de soluciones del sistema de

ecuaciones lineales.

Sea F™ de nuevo un espacio vectorial sobre un campo F, con
un producto escalar. Se llama a F™ un espacio vectorial con
un producto escalar fijo positivo, si < X,X > > 0 para todo X
que pertenece a F", yenelque < X,X >>0siX # 0

Proyeccion de un elemento Y de F"
a lo largo de un elemento X de F"
(cX)

Sea X un elemento de F™ tal que [|X]|| # 0, definiéndose la
norma como [|X|| =+/<X,X >. Para cualquier Y existe un
unico numero c tal que Y — cX es perpendicular a X. Se genera
la pregunta si cualquier espacio vectorial con un producto
escalar fijo positivo debe tener elementos perpendiculares
entre si. La respuesta es correcta debido que la generacién del
producto escalar entre esos vectores de F" contienen al
elemento O y es posible dicha situacion. Ahora debido a que
el producto escalar asocia en efecto un ntimero, teniendo a ¢
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como el siguiente valor lo cual también puede suceder con
normalidad:

<YV,X>

“CTx x>

Muestra que Y —cX es perpendicular a X. Dicho de otra

manera:
c<X,X>=<Y,X>

c<XX> <YV, X>=c<XX>—<XY>=c<XX
>4+<X, -1 Y>=<X,cX>+<X,—-1-Y >
=0

<X, cX>+<X,-1:Y>=0
—<X,cX>—-<X-1'Y>=0
<X,—cX>+<X,Y>=0
<X,Y—-cX>=0

Lo que prueba que existe un unico c en el que X,Y — cX son
perpendiculares. Se llama a ¢ como la componente de Y a lo
largo de X. Recordar que X,Y estdn en F". Ahora bien,
supongamos que existe otro escalar d tal que,

<Xy >
<X X>

Entonces por las propiedades de producto escalar se tiene
d<X,X>=<XY>=<Y,X>

Por ende, se obtiene lo siguiente,
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_<Y,X>

Txx> ¢

En donde, la expresion < X,Y > = <Y, X > se cumple debido
a las propiedades de producto escalar. En efecto, la unicidad
del nimero c es factible para la asercion sobre la proyeccion
deY de F™

Sean X3, ..., X;, elementos diferentes de cero que pertenecen a

F™ los cuales son mutuamente perpendiculares, es decir

<Xi,Xj>=0, Sll#:]

Tomese los niimeros ¢; como la componente de Y a lo largo de
X;. Entonces,

Y - C1X1 — Can

Es perpendicular a Y, ..., Y,. Para observar esto, todo lo que
tenemos que hacer es tomar el producto con X; para cualquier
j. Todos los términos que involucran < X;, X; > daran 0 si i #
J, y tendremos dos términos restantes

< Y,X] > —Cj < X],X] >

Por ejemplo, escojase X; y realice el producto escalar entre Y —

¢1 X1 — - — cp ¥y con X;. Entonces
<Y - C1X1 — Can,Xj > =< Y,X] > —< C1X1,)(j > — =
< Can,Xj >
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<Y - Cle — e Can,Xj > =< Y,X] > —C1 < Xl')(j
> — e = Cn < Xn,.Xj >=< Y,X] > —Cj <X],X]
>

L] L] L 4
Definicion 4
Sea F™ un espacio vectorial con un producto escalar fijo
positivo. Una base {X, ..., X, } de F" se dice ser ortogonal si
sus elementos son mutuamente perpendiculares, es decir, <
X;, X; > = 0 siempre que i # j. Si en adicion cada elemento de

la base tiene norma 1, entonces la base es llamada ortonormal.

Teorema 6

Sea F™ un espacio vectorial de dimension finita, con un
producto escalar fijo positivo. Sea W un subespacio de F", y
sea {V;, ..., Y} una base ortogonal de W. Si W # V, entonces
existen elementos Yy, .4, ..., Y, de F™ tal que {3, ...,V,} es una
base ortogonal de F™.

Demostracion. El método de la prueba es importante como el
teorema y es llamado proceso de Ortogonalizacion de Gram —
Schmidt. Sabemos que se pueden encontrar elementos
Yimt1, .-, Yy tales que

Yy, s Yoo Xma1s oo X}

Es unabase de F™. Si por un momento se analiza esta asercion,
en efecto es posible debido a que en primera instancia se
denota como {Y;,...,Y,;} una base de W y siendo W un
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subespacio de F™ en el que por definicién su dimension, es
decir, m < dim F™ <n. En este caso ya se conoce la dimension
de F"™ y W. En consecuencia, m al ser distinto de la dimension
de F*, m <n (W # W), para definir la base de F" por ende se
debe encontrar mas elementos X, 14, ..., Xp,.

Por supuesto que {Yi,...,Yy, Xms1, ., Xn} no es una base
ortogonal. Sea W, el espacio generado por V;, ..., Vi, X1 -
Primero obtendremos un base ortogonal de W,, 4, es decir,
elementos que estan en W, tales que su producto escalar es
igual a 0.

Wm+1 = span{Yl, e Ym'Xm+1}
= {Clyl + -+ CmYm
+ Cms1Xm41: €1 s Cy Cmar € F}

La idea es tomar X,4; y extraer su proyeccion a lo largo de
Y1, ..., Y. Por ende, dejamos

< Xm+1'Y1 > < Xm+1:Ym >
G=———— g =———————
P AR APS T < Yy, Yy >
Sea
Yint1 = X1 —1Vp — =¥

Entonces Y, .1 es perpendicular a {V;, ..., ¥, }. Mas aun, Yy, 1 #
O ya que, si fuese 0, entonces X, 1 se podria escribir como
combinacion  lineal de Yi,..,Y, lo cual estaria
contradiciéndose a la definicién previamente establecida de
que {Yy, ...V, Xm41, ., Xy} €s una base de F", es decir,
Y1, .. Yo, Xms1, -, Xp} son linealmente independientes por
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teorema ya demostrado. En consecuencia, X,;; estd en el
espacio generado por {Y, ..., Y, Y41} debido a que

X1 = Y1 + o1V + o+ eV
Por ende {Y;, ..., Y, Y41} €s una base de W,,, 4.

Podemos ahora proceder por induccién, mostrando que el
espacio W, ;s generado por

Vs oes Yo Kot 1 oo Xomps)
Tiene una base ortogonal
{Yl' e Ym+1f e Ym+s}

Cons =1,...,n — m. Esto concluye la prueba.

Corolario 1

Sea F™ un espacio vectorial de dimensién finita con un
producto escalar fijo positivo. Asuma que F" # {0}. Entonces
F™ tiene una base ortogonal.

Demostracion. Por hipodtesis, existe un elemento Y! de F™ tal
que Y # 0. Sea Y1, Y?,...,Y™ una base de F". Dejamos como
W al subespacio generado por Y?, es decir:

W = span(Y!) = {cY':c € F}

Podemos encontrar elementos X1, X?,..X™ de F™ en el que
sean una base de ortogonal de F™. Recordando que una base
ortogonal, son aquellos elementos de F™ que son una base de
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F™ y que en adiciéon son mutuamente perpendiculares, es
decir, < X', X/ > =0, siempre que i # j. Un conjunto de un
solo vector diferente del nulo es linealmente independiente,
por ende, si se define a X! = Y no habria ningtin problema
en el que para

X =cY!, conc=1

En consecuencia, X! estd en la extension de Y!. Ahora bien,
sea el espacio generado W, por

W, = span(Yt,Y?) = {a;Y' + a,Y?:ay,a, € F}

Estableciendo,
_<YRYt>
2T ytyt>
Sea el elemento
X2 =y2 —c,y!

Entonces X? es perpendicular a Y?! y reescribiendo:
X2 =Y2 - X!

se consigue que X? es perpendicular a X*. Por otra parte, X2
no puede ser el elemento neutro caso contrario Y2 se escribiria
como combinacion lineal de X* = Y, por ello,

Y2 = X2 + c,x*

lo que significa que Y2 cae en el espacio generado por X1, X?,
y en consecuencia, {X*, X%} es una base ortogonal para W,.
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Nuevamente repitiendo el roceso, Sea W5 el espacio
3
generado por

Wy = span(X1,X%,Y3) = {a; X' + a,X? + azY3:a,,a,,a; € F}
Estableciendo,
<Y XE> Q= <Y3Xl>
3T < X2, x2>" " T < XL X1 >
Sea el elemento
X3 = Y3 - d3X2 - del

se consigue que X3 es perpendicular a X', X2. Por otra parte
X3 no puede ser el elemento neutro caso contrario Y3 se
escribiria como combinacion lineal de X?, X2 lo que contradice
ya que son linealmente independientes por ser base ortogonal
de W,. Por ello

Y3 =X3 +d3X2 +d2X1

lo que significa que Y3 cae en el espacio generado por
X1, X?%,X3, en consecuencia, {X*, X%, X3} es una base ortogonal
para Ws.

Se puede realizar el mismo procedimiento hasta obtener como
base ortogonal {X!,X? X3,..,X"}. La estructura de pasos
realizada fue por induccion.
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Teorema 7

Sea R™ un espacio vectorial sobre R con un producto escalar
positivo fijo de dimension n. Sea W un subespacio de R™ de
dimensién r. Sea W+ es subespacio de R™ que consiste en
todos los elementos los cuales son perpendiculares a W.
Entonces R" es la suma directa de W y W+, y W tiene
dimension n — r. En otras palabras,

dimW +dimW+ =dimR"=n

Demostracion. Si W consiste solo del elemento neutro O, o si
W = R™, entonces nuestra asercion es obvia, es decir, para el

primer caso,

Si W = 0, entonces una base de W es el vacio, por ende, su
dimensién es cero. En consecuencia r = 0 y la dimensién de
Wt esn.

Si W = R™, entonces su dimensién es r =n y por tanto la
dimensién de W+ es 0, lo que significa que W+ = 0.

Se asumird por ende que W #R"™ y que W # 0. Sea
{W!,..,W"} una base ortonormal de W; por el teorema
anterior existen elementos U™*1, ..., U™ de R™ tal que

w?t, .., wr,urtt, ., um}
Probaremos que {U"*1, ..., U™} es una base ortonormal de W+.
Sea U un elemento de W+<. Entonces existen ndmeros

X1y oo Xpy Xpp1, oo, Xy tal que
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U= W+ -+, W+ 2, U™ oo+ x, U

Debido a que U es perpendicular a W, tomando el producto
con cualquier W' parai = 1, ..., se encuentra que

0=<x; W'+ - +x,W" +x, U + o+ x, U W >

<t WLWE>S + o +< x, W, W8> +< x, UTHL WY
>4+ < WEWES o+ < x, U WE >
=0
En donde todos los términos se cancelan debido a que U es
perpendicular a W a excepcion de:

<xWLW S=x; <WLW!>=x;=0

Cabe recalcar que debido a que cada W* conforman una base
ortonormal, < WL, Wi >=1, por ende, x; = 0 parai =

1, ...,r. En consecuencia U es una combinacién lineal de

UT+1 Un

Contrariamente, sea U = x,, U™t + -+ + x, U™ una
combinacién lineal de U™*?, ..., U™. Tomando el producto con
cualquier W' se obtiene 0. Por ende, U es perpendicular a
todo W' parai = 1,...,7, y por tanto es perpendicular a W.
Esto prueba que U"*1, ..., U™ extiende a W+*. Debido a que
ellos son mutuamente perpendiculares, y de norma 1, ellos
forman una base ortonormal de W+, cuya dimensién es en
consecuencian — 7.

Mas aun, un elemento de R™ tiene una tnica expresion como
combinacion lineal
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X W+ o+ 0, W+ 2 U 4 x U

y por ende una tnica expresion como una suma W + U con
W € Wy U e Wt. Por tanto, R" es la suma directa de
Wyw+t.

El espacio W+ es llamado el complemento ortogonal de W'.

Productos Hermitianos

Ahora se describira la modificacion necesaria para adaptar los
resultados precedentes a espacios vectoriales de R™ sobre C™,
es decir, nimeros complejos. Se desea preservar la notacion
de producto escalar fijo positivo cuanto sea posible. Debido a
que el producto punto de vectores con coordenadas complejas
puede ser cero sin que ellos sean igual al vector nulo O, se
debe cambiar algo en su definicion. Se vuelve a que su cambio
es muy ligero y se presenta a continuacion. En este capitulo
de libro cabe mencionar que la intencion sobre aplicaciones en
ingenieria se basa exclusivamente sobre matrices, su
comportamiento ante la representacion de fendémenos fisicos,
poder interpretar de forma matricial sus aplicaciones y en
consecuencia utilizando ldgica algebraica rigurosa como lo es
algebra lineal, se puede cuantificar toda su estructura.

Sea C™ un espacio vectorial sobre los nimeros complejos. Un
producto hermitiano sobre C™ es una regla la cual para
cualquier para de elementos X,Y de C™ asocia un ntimero
complejo, denotado de nuevo por < X,Y >, que satisface las
siguientes propiedades:
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HP1. Tenemos < X,Y > =<Y,X >, para todo X,Y que estd en
C". (Aqui la barra denota la conjugada compleja).

HP2.Si X,Y, S son elementos de C", entonces
<XYV+S5>=<XY>+<XS>

HP3. Si a € C, entonces

<aX,Y>=a<XY>yademds< X,a¥y >=a<X,Y >

El producto hermitiano se dice ser fijo positivo si < X, X > >
OparatodoX € C"y <X, X >>0siX # 0.

Se define de igual manera como antes las palabras ortogonal,
perpendicular, base y complemento ortogonal. No hay nada
que cambiar en nuestra definicion de componente y
proyeccion de X alolargo deY.

Ejemplo. Sea V =C". Si X = (x1,...,x,) Yy Y = (¥1, ..., ¥n) son
vectores en C", definimos su producto hermitiano como

<X Y>=xy1 ++x, ),
Se desea verificar si las condiciones HP1, HP2 y HP3 se
cumplen.

Solucion.

Se procedera a validar la propiedad HP1 por medio de
induccién matematica. Uno de los primeros matematicos
quien verifico este método y confirmoé su poder fue Peano el
cual consiste en que si es valido parai = 1 e i = n entonces es
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valido para i =n+1 con n que pertenece a los numeros
enteros positivos.

HP1. Tenemos < X,Y > =< X,Y >, para todo X,Y que estd en
C™. (Aqui la barra denota la conjugada compleja).

<X, Y>=xy{ + -+ x, ).

<Y, X>=yix; + 4 yuXn.

Se probara que ambas expresiones son iguales. Para i = 1 se
tiene lo siguiente:

<X,Y>:x1ﬂ:<Y,X>:y1x_1

Sea x; = a; + byi en donde i = V-1 y de igual manera sea
y1 = ¢; + dyi. Por conjugada se entiende que X; = a; — byi y
JTI =C — dli.

xlﬂ = (a1 + bli)(Cl - dll) = a1 — aldli + b1C1i + b1d1
= (ay¢, + b1dy) — (a1dy — bicy)i

ylx_l = (Cl + dli)(al - bll) = a1C1 - Clbli + aldli + dlbl
= (ai¢1 + bydy) + (a1dy — ¢1by)i

1% = (a;¢q + bydy) — (ady — ¢1by)i

Es valido para i = 1. Si es valido para i = n entonces es valido
parai=n+1.

<Yii1,Xns1 > =X+ + YuXy + Yne1 X

< Vi1, Xng1 > =%+ + VX + Y1 Xni1
=Y1X1 + o F YuXn + Y1 X
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<Yii1,Xns1 > =X+ + YuXy + Yns1 X
=X1Y1 0+ Xy Vn + Xns1Vns1

En consecuencia, < X,Y > =<Y, 1, Xp41 >.
HP2.Si X,Y, S son elementos de C", entonces
<X Y+S5S>=<XY>+<X,S>

<X Y+S>=x;(y; +5) + -+ x,00 + Sp)
= (xlﬁ + xls_l) + -t (xnﬁ + xngl)

<X Y +85>= (7)) + (X180 + -+ (Vo) + (Kn5n) =
<XY>+<XS>

HP3. Si a € C, entonces
<aX,Y>=a<XY>yademds< X,a¥ >=a<X,Y >

<aX,)Y >=axy; + -+ axyy, = alxy; + o x) =a <
XY >

<X, af >=xay; + -+ x,00, = (XYL + -+ xp, V) =@
<X Y>
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Aplicaciones a ecuaciones lineales;
El Rango

Considérese el siguiente sistema:
a;1x; + -+ agmx, =0
A%, + + AmnXn = 0
se puede interpretar el espacio de soluciones, de tres maneras:

a. Consiste de aquellos vectores X que dan relaciones

lineales
X AY + -+ x, AT =0
entre las columnas de A.

b. Las soluciones forman el espacio ortogonal a los
vectores fila de la matriz A.

c. Las soluciones forman el kernel del mapa lineal
representado por A, es decir, las soluciones de la
ecuacion AX = 0.

Ahora analicemos un teorema aplicado al conjunto de
vectores en R™ en el que interviene su dimension.

Teorema 8

Sea F™ un espacio vectorial sobre un campo K. Sea
{X%,..,X™} una base de F™ sobre K. Sean W1, .., W"
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elementos de F™, y asuma que n > m. Entonces W1, ..., W"
son linealmente dependientes.

Demostracion. Asuma que W?',..,W" son linealmente
independientes, es decir, al tomar en consideracion esta
proposicion significa que se quiere llegar a una contradiccion,
por tanto, se demostrard que en efecto W?,.., W™ son
linealmente dependientes.

Debido a que {X!,..,X™} es una base, existen elementos
ais, ...,y € F tal que

Wl =a X'+ +a,X™

Por asuncidn, sabemos que W # 0 y por ende algtin a; # 0.
Después de enumerar X', ...,X™ si es necesario, sin perdida
de generalidad podemos asumir que a; # 0. Podemos
resolver para X' y obtener

a, Xt =Wt —a,X? — - — a, X™,
x1 :lwl_QXZ _..._a_me
a, a, aq

El subespacio de F™ generado por W1, X%, X3, ..., X™ contiene
X!y por ende todo F™ debido a que X1, X?, ..., X™ genera F™.
La idea es continuar nuestro procedimiento paso a paso y
reemplazar sucesivamente X2, X3, ... por W2 W3, ... hasta que
todos los elementos X7, ..., X™ sean agotados y W1, .., W™
generen a F™. Ahora asumamos por induccion que existe un
entero r con 1<r<m tal que, después enumerar
correctamente Xt X2, .., Xxm, los elementos
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wi, .. WwT X" ., X™ generan F™. Entonces existen

elementos
by, ....,by, Cri1, ) Cm
en F tal que
Wt =p W+ + bW + cpp X 4 o 4 0 X™
Por ejemplo, parar =1
W2 =b W+ X% + -+ cppX™
De igual manera parar = 2
W3 =b WL+ b,W?+ c3X3 + -+ ¢ X™

No podemos tener ¢; = 0 para j = r + 1, ..., m porque de otra
manera obtendriamos una relacion de dependencia lineal
entre W1, ..., W™+ contradiciendo nuestra asuncion. Después
de renumerar X"*1, ..., X™ de ser necesario, podriamos asumir
sin pérdida de generalidad que c,4; # 0. Obtenemos
entonces,

r+1 _ r+1 1 r r+2
CT+1X - W —b1W - "'_brW _CT+2X _ e
—CppX™

Dividiendo entre c,,; se obtiene

r+1 — r+1 _ 1 _ _ ro__ r+2 _
X+ = 1 w by wl — .. o _ Stz y
Cr+1 Cr+1 Cr+1 Cr+1
Cm
- xm
Cre1
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lo que concluye que X"** esta en el subespacio generado por
wi, .. Wt x+2 L X™. Debidoaque 1 <7 < mqueestden
nuestra asuncion, se sigue que W1, . W™+l xm+2  xm
genera a F™. Por ejemplo, si r = m — 1, entonces wt .., wm
genera de igual manera a F™. Por tanto, por inducciéon hemos
probado que W1, ..,W™ generan a F™. Si n>m. Si n >m,

entonces existen elementos
dy,..,dy €EF
tal que
wr=dWw'+--+d,Wwm

por consiguiente, probando que W1, ..., W™ son linealmente
dependientes. Esto prueba el teorema.

Retomando la interpretacion a ecuaciones lineales, se asume
que estas expresiones tienen coeficientes a;; en un campo K.
Por ejemplo, sea G el subespacio de F™ y sea G el subconjunto
de todos los elementos X € F" tal que

X-Y=0paratodoY € G
Entonces G* es un subespacio de F™.
Teorema. Sea G el subespacio de F™. Entonces

dimG + dimGt =n
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El Rango

Si A= (a;;) es una matriz de tamano m x n, entonces las
columnas 4, ..., A" generan un subespacio, cuya dimension es
llamado el rango columna de A. Las filas 44,...,4;,, de A
generan un subespacio cuya dimension es llamada el rango
fila de A. Podriamos también decir que el rango columna de
A es el maximo numero de columnas linealmente
independientes, y el que el rango fila de A es el maximo

numero de filas linealmente independientes.

Teorema 7

Sea A = (a;j) una matriz de tamano m x n. Entonces el rango
fila y rango columna de A son iguales al mismo namero 7.
Mas atn, n —r es la dimension del espacio soluciones del
sistema de ecuaciones lineales que se muestra a continuacién

a11x1 + -4 alnxn = 0
Ap1X1 + -+ appxn, =0

Demostraciéon. Probaremos todos nuestros estamentos

simultdneamente. Consideremos el mapa
L:F"* > F™
dado por

L(X) = x; At + -+ + x, A"
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Este mapa obviamente es lineal. Su imagen consiste en el
espacio generado por los vectores columnas de A. Su kernel
es por definicion el espacio de soluciones del sistema de
ecuaciones lineales. Por el teorema de mapas lineales
obtenemos que

rango columna + dim espacio soluciones =n

Por otra parte, interpretando el espacio soluciones como el
espacio ortogonal de vectores fila, y usando el teorema de la
dimension de un subespacio ortogonal, obtenemos

rango fila + dim espacio soluciones =n

De esto, todas nuestras aserciones se siguen de una sola
manera y el teorema es probado.

Sean by, ..., b, numeros, y considere el sistema no homogéneo
de ecuaciones

Al'X=b1

Ap-X = by,

Podria pasar que este sistema no tenga una solucion del todo,
es decir, que sus ecuaciones sean inconsistentes. Por ejemplo,
el sistema

2x+3y—z=1
2x+3y—z=2
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no tiene solucidn. Sin embargo, si hay al menos una solucion,
entonces todas las soluciones son obtenidas de la que al
menos hay mediante la adicion de una solucion arbitraria del
sistema homogéneo asociado. En consecuencia, en este caso,
podemos hablar de la dimension del conjunto de solucion, y
esta es la dimension del sistema homogéneo asociado.

Ejemplo 1. Encuentre el rango de la matriz
(2 1 1 )
0 1 -1
Solucién.

Hay solamente dos filas, asi que su rango es a lo mucho 2,
debido a que tanto el rango fila como rango columna estan
asociados al mismo nimero, digase r, que denota el maximo
numero de filas y columnas linealmente independientes y que
por defecto constituye una base.

Por otra parte, las dos columnas
2 1
o G
son linealmente independientes, para a y b que son niimeros
tal que

«(@+0()= ()

entonces
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Asi que a = 0. Por ende, las dos columnas son linealmente
independientes.

Ejemplo 2. Encuentre la dimensién del conjunto soluciones
del siguiente sistema de ecuaciones, y determine este conjunto
en R3

2x+y+z=1

y—z=0
Solucién.
Vemos por inspeccion que al menos existe una solucion,
digase x = %,y =z=0.
El rango de la matriz

(2 1 1 )

0 1 -1
esigual a 2. Por ende, la dimension del conjunto de soluciones
es 1. El espacio vectorial de soluciones del sistema homogéneo

tiene dimension 1, y una solucién es facilmente encontrada
como
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Por ende, el conjunto de soluciones del sistema no homogéneo
es el conjunto de todos los vectores

1
(E,Oﬂ)—FtC—Lli)

donde t varia sobre todos los niimeros reales. Observamos
que nuestro conjunto soluciones es una linea recta.

Por ejemplo, para t = 0:

1 1
(‘xll Y1 Zl) = (EI OFO) + 0(_11111) = <El O;O)

1
2{z]+0+0=1
(2)+ *
0-0=0
Por ejemplo, parat = 1:

1 1
(X2,¥2,22) = (E'O'O) +1(-1,1,1) = (_E' 1,1>

1

2(——) 1+1=1
S) 1+
1-1=0

Por ejemplo, parat = —1:

1 3
(xBJ _V3;Z3) = (El 010) - 1(_11111) = (E; _17_1>

2(3) 1-1=1
5 =

—1+1=0

68



Composicidn e inversa de mapas correspondientes a L: F* —
Fm

Simplemente corresponde a la composicion de mapas lineales
y su inversa se define como la obtencion tanto por derecha
como por izquierda del mapa identidad.

Factorizacion Unica

A continuacion, se mostrard caracteristicas que permitiran
demostrar el famoso teorema fundamental del dlgebra. Estos
requisitos nos favoreceran al momento de analizar matrices
con valores propios. Como apartado y para andlisis futuros,
esto debe tenerse en consideracion.

Teorema de division
Polinomio, definicién.

Sea p(x)=agx%+--+ax+ay, un polinomio con
coeficientes en un campo F. Recordando que si a4z # 0,
entonces d es el grado de p(x), y ademas a4 es llamado el
coeficiente que lidera a p(x). Si p(x) tiene grado menos que
cero (< 0), entonces p(x) = ay, asi, puede ser considerado
como un elemento de un campo F, una constante o un escalar.

Si d es el grado de p(x) y el coeficiente principal o lider es
igual a uno, es decir, a; = 1 entonces p(x) es Monico.
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Numero complejo
Suponga que z = a + bi, donde a y b son nimeros reales.

- Lapartereal de z, denotada por Re z, esta definida por
Rez =a.

- La parte imaginaria de z, denotada por Imz, esta
definida por Im z = b.

Para todo niimero complejo z, tenemos

z=Rez+ (Imz)i

Complejo conjugado, z, valor absoluto, |z|
Suponga que z € C

- El complejo conjugado de z € C, denotado por Z, esta
definido por

Z=Rez— (Imz)i

- El valor absoluto del nimero complejo z, denotado
por |z|, esta definido por

|z| = \/(Rez)? + (Imz)?
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Propiedades de los numeros

complejos

Suponga que w,z € C. Entonces las siguientes igualdades y

desigualdades se cumplen
1. z+Z=2Rez
Demostracion. Sea z = a + bi y Z = a — bi, entonces
a+bi+ta—-bi=a+a+0=2a+0=2Rez
2. z—7z=2(Imz2)i
Demostracion. Sea z = a + bi y Z = a — bi, entonces
a+ bi—(a—>bi)=a+bi—a+bi=2bi=2(Imz)i
3. zz=|z|?
Demostracion. Sea z = a + bi y Z = a — bi, entonces

(a + bi)(a — bi) = a? — abi + abi — (bi)? = a? — (bi)?
1

1\2
=aq? - bz(—12) =a’+b?=2z27

zZ = |z|?

4. w+z=w+7z
Demostracion. Sean w = a + biy z = ¢ + di. Entonces,

wH+z=(a+c)+ (b+d)i

wtz=@+c)—-(b+d)i=a—-bi+c—di=w+2Z
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Demostracion. Sean w = a + bi 'y z = ¢ + di. Entonces,

wz = (a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi?
= ac — bd + (ad + bc)i

wz = (ac — bd) — (ad + bc)i = ac — bd — adi — bci
= (a—bi)(c—di) =wz

6. z=z
Demostracion. Sea z = a + bi y Z = a — bi, entonces
Z=a—(-bi)=a+bi=z

7. lal <lz|y|b| < |z|, talquea = Rezy b = Imz con z =
a + bi

Demostraciéon. |z| =+vVa? +b?2 >0 debido a que a,b son
numeros reales. En consecuencia,

la] <+/a? + b?

Si b = 0, entonces |a| = |z|, por otra parte, si b # 0 entonces
la| < |z|. Lo mismo sucede para |b| < |z].

8. |w+z| <|a|l+|b|
Demostracion. Sean w = a + biy z = ¢ + di. Entonces,

lw+z|2=Ww+2z)(W+ 2)
= ((a + bi) + (c + di))((a —bi)+ (c— di))

lw+z|2 = ((a+c)+ (bi +di))((a+c) — (bi +ci))
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lw+ z|? = ww + zZ + wz + zw
lw + z|? = |w|? + |z|? + 2Re(w2) < |w|? + |z|? + 2|wZ|
lw+ z|? < |w|? + |z|? + 2|lwz] = [w|? + |z|? + 2|w]|z]|
lw +z|> < [w|* + |z]* + 2|wl|z| = (Iw] + |z])?
lw +z|* < (Iwl + |z])?
Tomando la raiz cuadrada en ambos lados,

w+ z| < |w|+ |z|

Polinomios

Retomando que una funcion p:F - F es llamada un
polinomio de grado m si existen ay, ..., a,, € F con a,, # 0 tal
que

p(z) =ag+a;z+ -+ ayuz™

para todo z € F. Un polinomio podria tener mas de un grado
si la representacion de p en la forma de arriba no fuera tinica.
La primera tarea es mostrar que esto no podria pasar. Por
ejemplo, supongamos que hay un polinomio q(z) que puede
representarse de la siguiente manera

q(z) = by + b1z + -+ + by z™

y asumamos que q(z) también puede representarse de la
siguiente manera

q(z) =co+cyz+ -+ cpz
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Por lo tanto, q(z) tiene mas de un grado, es decir, tiene por
una parte grado m y por otra parte tiene grado n. La intencién
es probar que esto no puede pasar.

Ceros de un Polinomio

Unntmero a € F esllamado un cero (o raiz) de un polinomio
p € P(F)si

p(a) =0

Las soluciones de la ecuacién p(a) = 0 juegan un papel
crucial en el estudio de un polinomio p € P(F).

Cada cero de un polinomio corresponde a un factor de 1 grado

Suponga que m es un entero positivo y que p € P(F) es un
polinomio de grado m. Suponga que a € F. Entonces p(a) =
0 si y solo si existe un polinomio q € P(F) de gradom — 1 tal
que

p(z) = (z - a)q(2)
paratodoz € F.

Demostracion. Primero suponga que p(a)=0. Sean
Ao, Ay, ..., Ay € F tales que

p(z) =ay+a;z+ -+ ayuz™

para todo z € F. Entonces
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exp 1. p(z) =p(z) —pla) = (ap + a1z + -+ apz™) — (ap +
aa+ -+ aua™)

p(2) =p() —p(@) = a;(z—a) + -+ ap(z" —a™)

para todo z € F. Para cada k € {1, ...m}, la ecuacion

k
zF—ak = (z-a) Z al~tzk=J
=1

k

muestra que z¥ — a¥ iguala a un polinomio de grado k — 1

por (z — a). Por ejemplo,

parak =1

1
(z—a) ) al 12 =(z-a)a' 12" = (z-a)
2

J

Para otra prueba, k = 2

2
(z—a) ) al™1zkT = (z = a)[a' 12?7 + a?12272]
)
=z-a)(z'+at) = (22 - a?)
=(z—a)(z+a)

Por tanto, la expresion (exp. 1) muestra que p iguala a un
polinomio de grado m — 1 por (z — a) como era lo deseado.

Ahora para demostrar la implicacion en la otra direccién,
suponga que el polinomio q € P(F) es tal que p(z) = (z —
@)q(z) para todo z € F. Entonces

p(a@) = (@ —a)q(a) =0
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cémo era lo deseado.
El grado de un polinomio implica hasta m ceros

Suponga que m es un entero positivo y p € P(F) es un
polinomio de grado m. Entonces p tiene maximo, m ceros en
F.

Demostracion. Usaremos induccion sobre m. Para ello, se
prueba param = 1:

p(z) =ay+a,z

Si a; # 0 entonces el polinomio p(z) para m=1 tiene
unicamente un solo cero. Ahora si es valido param > 1y para
m — 1, se probara que es valido para m.

Si p no tiene ceros en F, entonces el resultado se mantiene y se
acaba la demostracion, por ejemplo, el polinomio x? + 1 no
tiene ceros con F = R.

Por ende, suponga que p tiene un cero a € F. Por el teorema
anterior, hay un polinomio q € P(F) de gradom — 1 tal que

p(2) = (z — a)q(2)

para todo z € F. Nuestra hipdtesis de induccién implica que
q tiene maximo m — 1 ceros en F. La ecuacién de arriba
muestra que los de p en F son exactamente los de q en F en
conjunto con a. Por tanto, p tiene maximo m ceros en F.

El resultado de arriba implica que los coeficientes de un
polinomio son unicamente determinados (porque si un
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polinomio tuviese dos diferentes conjuntos de coeficientes,
entonces restando las representaciones del polinomio,
entregaria como resultado un polinomio con algunos
coeficientes diferentes de cero, pero con infinitos ceros). Por
ejemplo, sea p(z) = ag + a,z + ayz* + -+ + a,,z™ y suponga
que el mismo polinomio tiene otra representacioén p(z) = by +
biz + byz* + -+ + b, z™. Restando ambas expresiones

0 = (ag — by) + z(a; — by) + z%(ay — by) + -+ + z™(a,, — byy)

se obtiene un polinomio con algunos coeficientes diferentes
de cero que puede darse el caso, pero la particularidad es que
otorga infinitos ceros. Para verificarlo, suponga que z = 0,
entonces

a0=b0

con ay, by € F. Es decir, si ay = by entonces z = 0 es un cero
del polinomio obtenido, sin embargo, tener presente que toda
la representacion (ag — by) + z(a; — by) + z%(ay, — by) + -+ +
z™(ay, — by) es el polinomio cero y por definicion el grado
del polinomio cero esta definido como —oo. Incluso la
expresion (ag — by) + z(a; — by) + z%(ay — by) + -+
z™(ay, — by,) podria expresarse como

0+0z40z%2+--+0z™
= (ap — bp) + z(a; — by) + z*(ay — by) + -
+z™(a,, — by) =0

Por ejemplo, supongamos que z = 1. Entonces

0+0(1)+0(1)2+--+0(1)™=0

77



Por tanto, z =1 es un cero. Supongamos ahora que z =3,
entonces

0+03)+0(3B%)+--+03B3™) =0

Por tanto z = 3 es otro cero. En consecuencia, el polinomio
cero tiene infinitos ceros.

Algoritmo de divisidon para polinomios

La intencién es tratar con numeros enteros positivos, por
ejemplo, si p y s son numeros no negativos, con s # 0 existe
un entero no negativo q y r tal que

p=sq+r

y 1 < s.Se piensa en el sentido de dividir p entre s, obteniendo
como cociente g y con residuo r. Entonces, se tiene el
siguiente resultado.

Suponga que p,s € P(F), con s # 0. Entonces existen los
unicos polinomios gq,r € P(F) tal que

p=sq+r
y degr <degs
Demostracion. Sea n = degp y m = degs. Si n < m, entonces
se toma q = 0 y r = p para obtener la ecuacién deseada p =
sq +1r con degr < degs. En otras palabras, tomando esta

consideracion en general, el grado de degr = n. Por tanto,
ahora asumamos que n > m.
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La lista
Exp 2. 1,z..,z ,S,ZS, ..., Z

es linealmente independiente en PF,(F) porque cada
polinomio en esta lista tiene un grado diferente. Por ejemplo,

1,2,.., 2™ Y ay + a;z + -
+apnz™ z(ag+ a1z + -+ apz™), ..., 2" ™ (ay
+ayz+ -+ apz™)

es la representacion general de cada polinomio y en efecto
tiene grados diferentes. Ademds, la lista tiene longitud
(cantidad de elementos) n + 1 lo cual iguala a la dim B, (F). En
consecuencia, la Exp.2 es una base de P, (F).

Debido a que p € P, (F) y Exp 2. es una base de B, (F) existen
Unicas constantes ¢y, cy,...,Cp—1 € F y do,dy, ..., dp—y € F tal
que

Exp 3. p=cotcz+ -+ cpy1z™ 1 +dys+dyzs +
ot dy_gpz™Ms

p=C(cot+crz+ -+ cp1z™ 1)+ (dys +
di1zs + -+ dp_pz"Ms) =1 +sq

conry q definidos arriba, observamos que p puede ser escrito
como p = sq + r con degr < degs como lo era deseado.

La unicidad de gq,r € P(F) que satisfacen estas condiciones
viene de la unicidad de las constantes cy,cy,...,cn—1 EF y
do,dy, ..., dp_m € F que satisfacen la expresion Exp 3.
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Factorizacion de polinomios sobre
Complejos (C)

Se tratara ahora sobre el teorema fundamental del algebra el
cual implicitamente usa como resultados funciones reales
evaluadas sobre un disco cerrado en R% donde se alcanza a un

minimo valor.

Si k es un entero positivoy 8 € R entonces

(cos8 + isin8)* = cos k@ + i sin k6
Demostracion. Se lo probara por induccion.
Parai=1
(cos@ +isinf)! = cos16 + isin10 = cosO + isinf

Ahora por hipotesis es valido para i = n. Entonces para i =
n + 1 se tiene

(cos @ + isin @)1 = cos((n + 1)0) + isin((n + 1))
En consecuencia,
cos((n+ 1)8) +isin((n+ 1)0) = cos(nd + ) + isin(nb + 0)

cos(n@ + 0) + isin(nf + 0)
= cos(nf) cos(8) — sin(nh) sin()
+ i sin(nf) cos(@) + i cos(nh) sin(6)

= cos(0) [cos(nB) + isin(nb)] + sin(O) [i cos(nf) — sin(nh)]
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= cos(0) [cos(nB) + isin(nB)] + i sin(H) [cos(nh) + i sin(nh)]

= [cos(8) + isin(8)] [cos(nB) + i sin(nh)]
= [cos(8) + isin(8)] [cos(B) + i sin(8)]"

= [cos(8) + isin(@)]"*?!
Teorema fundamental del algebra, primera version

Todo polinomio que no sea una constante con coeficientes

complejos tiene un cero en C.

Demostracion. El teorema de Moivre, el cual puede ser
probado por induccién sobre k y las formulas de adiciéon para
seno y coseno, dictamina que si k es un entero positivoy 8 €
R, entonces

(cos @ + isin0)* = coskB + isink6

Suponga que w € C y que k es un entero positivo. Usando
coordenadas polares, sabemos que existe unr >0y 6 € R tal
que

r(cos@ +isinf) =w

El teorema de Moivre implica que

o) 150) -
rk(cos{y |+ isin{, =w
Por ende, todo nimero complejo tiene una k — ésima raiz, un

hecho que se usara luego.

Suponga que p es un polinomio que no es una constante con
coeficientes complejos y con el término mas alto diferente de
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cero como ¢, z™. Entonces |p(z)| » © mientras |z| - o

(porque % - |y | mientras |z| — o). Por ejemplo,

p(z) =co+c1z+ -+ cpz™

z=a+ bi

|z] =+/a? + b2

Si se reemplazara a z como un nimero complejo cualquiera
a + bienelqueVa,b € R el polinomio p(z) podria expresarse

como
p(z) = ¢y + c1(a+ bi) + -+ cp(a+ bi))™
Si se sacara el valor absoluto a p(z) se obtendria

lp(2)| = lcg + ¢y (a+ bi) + -+ + ¢, (a + bi)™|
=lco+c1(2) + -+ (@™

Si se divide por |z™|, se obtiene

lco + ci(a+ bi) + -+ cpp(a + bi)™|

|z™|
_ ool lea(a+ bl lem(a+bD)™|
|z |z™| |zm|

Aplicando el limite cuando z™ tiende al infinito se consigue
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ol | lex(a+bdl  lem(a+b)™

im
|z |>0o0 | |2 |z |z™|
— lim |col _ les(a+ b))l
|z >00 [zM] |z s 2™
|y (a + bi)™|
+ lim =2~ "~
|z |—co |z™|
— lim |col . |c1(2)]
2= |z 2™ >0 |2
lem (2)™]
+ ———=0+4+0++ || = lcml

|zM|—>e0  |z™M|

Por ende, la funcién continua z - |p(z)| tiene un minimo
global en algtin punto § € C. Para lograr mostrar que p(6) =
0, suponga que p(8) # 0.

Definase un nuevo polinomio g por

_p+6)
q(2) = @)

para todo z € C.

La funcién z — |q(z)| tiene un valor minimo global de 1 en
z = 0, por ejemplo:

p(6)
0)=—=<=1 p@d=*0
EATE)
El valor absoluto es entonces |q(0)| = |1| = 1. Al referirse a su

valor minimo se puede concluir que |q(0)| < |q(2)|,V z € C.
El polinomio q(z) entonces se puede escribir

_p(z+0)
— p®)

=1+ az"+ -+ apz™

q(z)
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donde k es el entero positivo mas pequeno tal que el

k

coeficiente que acompafa z* es diferente de cero, en otras

palabras, q(z) solamente se lo reescribi6 con el fin de que a;, #
0.

Ahora bien, sea f € C tal que f§ = —ai. Existe una constante
k

c > 1tal quesit € (0,1), entonces

lgB)| = |1 + ar(EBF + - + am (tB™|

1 1
- |1+ak(t>< ) et ap(t X ——)m‘
ar ar

lg(tB)] = |1 + ar(EB)* + a1 (EBYFFE + -+ ap (¢B)™

Utilizando la desigualdad triangular enel que |w + 7| < |w| +
|r|, para el caso de que r = s + z, entonces |w + s + z| < |w| +
|s +z| < |w| + [s| + |z]. En otras palabras

|1+ ar(EBF + asr (B + -+ + am (™
< |1+ ap(eB)¥|
+ a1 EB + - + anm (88)™
|1+ ap(tB¥| + |ags1 (EBYF + - + am (tB)™|
= |1+ ax (tB)*|

+ tk+1 <ak+1ﬁk+1+'“+

tk+1

amtmﬁm>‘
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|1 + ak(tﬂ)kl +

a tm m
tk+1<ak+1ﬁk+1+'--+ m ﬁ >‘

tk+1
= |1 + ak(tﬁ)kl
k+1 k+1 m
+ |t | ak+1ﬁ +"'+tkT|

= |1+ ap (¢B)¥| + tF*ic
En consecuencia,
lgB) < |1+ ap(tB)*| + tF*le =1 —¢*(1 — tc)
latI <1 -1 —tc)

. 1
Por ende, si se toma t = %

1 Ve 1 1\ /1
o(zzt)=1- (@) (1-z)=1-(z) ()
1k+1
=1z <1
La desigualdad para t = %
1
jo(zze)| <1

contradice que el minimo global de z — |q(z)| es 1. Esta
contradiccion implica necesariamente que p(§) = 0, mostrado
que p(z) tiene un cero tal como era lo deseado.

Mapa Identidad

Si § es cualquier conjunto, se define como al mapa identidad
denotado por Is aquel que cumple con Is(x) = x para todo x €
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S. Notamos que el mapa identidad es tanto inyectivo como
sobreyectivo. Si no se especifica la referencia para S (debido a
que suele estar clara por contexto), entonces escribimos I en
lugar de I.

Mapa Inverso

Sea F:S — S' un mapa desde un conjunto hacia otro conjunto.
Decimos que F tiene una inversa si existe algtin mapa G: S’ -
S tal que

GF =15 & F°G =1y
Sea
f:5§-5
Entonces existe 3x,y € S tal que f(x) = f(y).
Demostracion.

Se utilizard el método por contradiccion, es decir, asumir que
el consecuente es falso y luego resumir que la conclusion
contradice al consecuente como falso. Por ende, supongamos
que f(x) # f(y). En consecuencia,

f)—f) #0
Sea x =y, entonces f(x)—f()=fx)—f(x)=fQ)—

f(y) =0 lo cual conlleva a decir que 0 # 0 lo cual no es
posible. En consecuencia, existe 3x,y € S tal que f(x) = f ().

Sea
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fiS—8

un mapa el cual tiene un mapa inverso g. Entonces f es tanto
inyectivo como sobreyectivo, es decir, f es inyectiva.

Demostracion.

Seax,y € S.Sea g:S' - S lainversa de f. Si f(x) = f(y), cual
asuncion no tiene pérdida de generalidad ya que f es un mapa
y es posible sin lugar a duda tal asuncién, entonces debemos
tener

x=g(f() =g(f®) =y

y por ende f es inyectiva. Para probar que f es sobreyectiva,
sea z € S'. Entonces

flg@) =z

por definicién de lo que es un mapa inverso, y por tanto z =
f(x) donde x = g(z). Esto prueba que f es sobreyectiva.

Sea f:S — S’ un mapa el cual es biyectivo. Entonces f tiene un

mapa inverso.
Demostracion.

Dado z € §', debido a que f es sobreyectiva, existe x € S tal
que f(x) = z. Debido a que f es inyectiva, este elemento x es
unicamente determinado por z, y podemos entonces definir

9(z) =x
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Por la definicion de g, encontramos que f(g(z)) =z y
g( f(x)) = x, y asi, g es un mapa inverso para f.

Isomorfismo

Un mapa lineal F:U — V el cual tiene una inversa G:V —» U
(también decimos que es invertible) es llamado wun
isomorfismo. Por ejemplo, el mapa

Q:V > Fn

en el que dimV =ny Q) = xyw; + -+ x,W,, con vy, ..., v,
una base de V es un isomorfismo.

Demostracion.

Sea vy, ..., v, una base de V y sea wy, ..., w, una base de F",
entonces

Q(xqvy + -+ x3vp) = x3Wy + - + X, Wy

es un mapa bien definido sin ambigiiedad. Ademads, Q es
sobreyectivo debido a que wy, ..., w,, extiende a F". Mas aun,
el espacio nulo de Q es O debido a que wj,...,w, son
linealmente independientes y por tanto Q es inyectiva. En
consecuencia, @ tiene una inversa y por ende es un
isomorfismo.
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Cambio de Base

Sea V un espacio vectorial de dimension n sobre un campo F,
y seala lista B; = vq, V5, ..., v, una base de V. Cualquier vector
x€eV puede ser representado como x = a1V + av, + -+
a, v, porque B; extiende a V. Si existiera otra representacion
de x = v, + v, + -+ + BV, en la misma base, entonces

0=x—x=(ay—Bv + (az = vz + -+ (an — By

de lo cual se sigue que todo a; — f8; = 0 debido a que la lista
B, es linealmente independiente. Dada la base B;, el mapa
lineal

ay
x - [x]p, = [ : ] enlacual x = aqv; + ayv, + -+ a,vy,
an

desde V hacia F" esta bien definido, no existe ambigiiedad del
caso y es inyectivo y sobreyectivo. Los escalares «; son las
coordenadas de x con respecto a la base By, y el vector
columna [x]p , eseltinico B; — representacion coordenada de

X.

Sea T:V — V una transformacion lineal dada. La accion de T
sobre cualquier x € V es determinada una vez que se conoce
los vectores Tvy,Tvy,...,Tv,, debido a que cualquier x € V
tiene una Unica representacion x = a;v; + -+ a,v, y Tx =
T(ayvy + -+ apvy) =T(agvy) + -+ T(apvy) = a1 T(vq) +
-+ a,T(v,) por linealidad. Por ende, el valor de Tx es
determinado una vez que [x]p, es conocido.
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Sea B, = {wy,w,,...,w,} también una base de V y ademas
Tvy, Tvy, ..., Ty, €V entonces cualquier Tv;, j =1, ...,n puede
ser expresado como combinacion lineal de los elementos de
B,. Por ejemplo

TU1 = t1W1 + tsz + -+ thn
De igual manera Tv, puede ser expresado como
TUZ = k1W1 + k2W2 + -+ kan

En general para definir solamente una letra, se puede utilizar
tij en el que j se asocia a cada elemento Tv;, j=1,...,n.

Entonces
T'Uj = tljwl + -+ tann

Sea B, = {w;,w,,..,w,} también una base de V (ya sea
diferente o de la misma base B;) y suponga que la
representacion B, — coordenada de Tv; es

by
[M%=S,j=mmm
tnj

Entonces, para cualquier x € V, tenemos

[Tx]p, = [Z “j ij‘ = z a; [Tv],.
j=1 5, =1

tlj tll tln a1

mh=z%éJ45=.s”1

Jj=1 th1 o tppllan
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La matriz de tamano n X n definida como [t;;] depende de T
y sobre la seleccion de la base B; y B,, pero no depende de x.
Se define como la representacion de base By — B, de T como

ti1 o tin
Tl =|1 =

th1 = tan

= [[TU1]BZ [Tvn]Bz]

Se ha mostrado que [Tx]g, = ,[T]p, [x], para cualquier x €
V. En el importante especial caso de que B, = B;, tenemos que

B,[T1p, la cual es llamada representacioén de la base By de T.

Considere la transformacion lineal identidad L:V -V
definida por Ix = x, Vx. Entonces

[X]BZ = [IX]BZ = 32[1]31 [x]131 = 192[1]1_L31[19C]B1

= 32[1]3131[1]32[95]32

para todo x € V. Sucesivamente escogiendo x = wy, Wy, ..., Wy,
esta identidad permite identificar cada columna de

B,[I1s, 5,[I]p, y muestra que

By [I]B1 B, [I]BZ =1

Por ejemplo, con x = wy

1 1
wilg, = 32[1]3131[1]32[W1]32 = 32[1]3131[1]32 \] = []
0 0

y en consecuencia se deduce por inspeccion que
32[1]3131[1]32 = I.
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Si se realiza el mismo célculo empezando con [x]g, = [Ix]p, =

;, Se encuentra que

B, [I]B2 B, [1]31 =1,

Por tanto, toda matriz de la forma g, [I]g, esinvertibley g [I]5,

es su inversa.

Contrariamente, toda matriz invertible S = [s; 55 ...

s,] €

M, (F) (es decir, S tiene inversa) tiene la forma g [I]5 para

alguna base B.

Podriamos tomar a B como los vectores {57,55,..

definidos por [§]g =s; i=12,..,n. Por

]

Entonces al definir la lista B por [$7]p, = s1, se tiene

S

La matriz invertible S entonces est4 definida por

S = [[5~1]B1 [SNZ]B1 [55]31] = 31[1]3
[

supongamos que

= [ 31 [153]p [13’;]31] =[5 53 ... 5]

Sin embargo, S es invertible, por ende

Su}
ejemplo,
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a1 A1 Ain
: O
an1 an
-1 _
[all 0(1] ] a111 A1) ain
-1 -1 -1
®n1 ani Anj Onn
[all ] hll hlj hln
n1 hn] hnn

Lalista B es linealmente independiente porque S es invertible
a pesar de que ya se menciona que B es una base. Note que

BZ[I]Bl = [[“71]32 [Ivn]Bz] = [[771]32 [Un]BZ]

asi p,[I]p, describe como los elementos de la base B; son

formados por los elementos de la base B,.

Ejemplo. Sea la transformacion T: R? - R? en donde R denota
el conjunto de los nameros reales tal que

T(x,y) = (2x,2y), ¥(x,y) € R?

a. Verifique siT es lineal
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b. Defina una base para tanto R? en el dominio y R? enla
imagende T.

c. Verifique si se cumple la siguiente igualdad
8,[T1s,[x]s, = 5,[T1s,[x]5,
Para x = (1,1).
Solucion.

Para verifique que T sea lineal se debe probar dos cosas:
T[(x1,y1) + (x2,¥2)] = T(x1, 1) + T(x2,¥7)

T[(xy,¥1) + (x2,¥2)] = T(x1 + x2,y1 +¥2) = (2(x1 +
x2),2(y; + }’2))

T(x1,y1) = (2x1,2y1)
T(x2,y2) = (2x3,2y7)

T(x1,y1) + T(x2,¥2) = (2x1,2y1) + (2x2,2y7)
== (le + 2x2, 2y1 + 2y2)

= (2(x1 +x3),2(y; + }’2))
= T[(x1,y1) + (x2,¥2)]

Para la homogeneidad se debe cumplir que T(r(x,y)) =
rT(x,y) r€F

T(r(x, y)) =T(rx,ry) = rx,2ry) =r(2x,2y) =rT(x,y)
Se ha probado a.
Para probar b se utilizan las siguientes bases denotadas por B,

y B,. Para la primera, se utilizara la base estandar o canoénica
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y para la segunda dos elementos que no sean multiplos del
otro.

Bl = {(1,0), (0,1)} BZ = {(211)1 (3:5)}

La primera base B, es la trivial sin embargo la segunda es facil
comprobar.

(0,0) = a(2,1) + b(3,5)
(0,0) = (2a + 3b,a + 5b)

De donde 2a +3b =0, a + 5b = 0. Se consigue que a = —5b
y reemplazando

2(=5b)+3b=0, b=0

Con lo que se concluye que a = 0. Por otra parte, todo vector
v € R? se puede expresar de la forma

v=x(2,1)+y(3)5)

lo que significa que B, extiende a R? y por tanto forma una
base para R?.

Para probar c, ahora se tiene que encontrar
5,[T1s, = [[T(2,D]5[T(3,5)]5,]
T(21)=(042)= a1(1,0) + a2(0,1), a, =4,a, =2

T(3,5) = (6,10) = b;(1,0) + b,(0,1), b, = 6,b, = 10

4 6

Para encontrar la otra matriz, se debe expresar como
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5,[T1g, = [[T(1,0)]5,[T(0,1)]3,]

T(l,O) = (2,0) = a1(2,1) + a2(3,5) = (2a1 + 3a2, aq + Saz)
=(2,0)
2a1 + 3a2 = 2, aq + Saz = 0, a, = _Saz
2 2 10
2(=5a3) +3a; =-7a, =2, a, = 7 @ = =5 (—7>
T(0,1) = (0,2) = b1(2,1) + b5(3,5) = (2by + 3b, by + 5b,)
=(0,2)

Zbl + 3b2 = 0, bl + 5b2 = 2, 2b1 = _3b2

2b1 + 10b2 = 4‘,

4
_3b2+10b2:7b2:4, bzz;

7 14 7
10 6
7 7
BZ[T]31 = 2 4
77

Se debe comprobar que

8,[T1s,[x]s, = 5,[Tls,[x]s,
Sea x = (1,1)
(1,1) = ¢;(1,0) + ¢,(0,1), ¢;=1,c, =1
Entonces [x]s, = [
Sea x = (1,1)
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(1,1) = d1(2,1) + d2(3,5) = (Zdl + 3d2,d1 + Sdz) = (1,1)
2d1+3d2 = 1, d1+5d2 =1

Zdl =1- gdz, 2d1 + 10d2 =2

1
1_3d2+10d2:1+7d2:2, d2:7

g =1 5(1)_7 5_2_d
- 7) 7 7 7 1

2
Entonces [x]g, = Z . Verificando la comprobacion se tiene
7
que
10 6
|7 7l _ 05714
BZ[T]31 [‘x]31 - 2 4 [1] - [02857]
7 7
2
4 61|7 2
wMs0xls, = [, oll1]=15]
7

Basta con haber encontrado un solo contraejemplo que
demuestra que

B,[T1g, [x]p, # 5,[T]s,[x]5,

Ejemplo 3. Sea la transformacion S: R®* —» R® definida por
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Sx,y,z) =(x+y,y,2)

Determine lo siguiente:
1. Linealidad de S sobre la funcién R® - R3

2. Defina una base para R*® en el dominio y una para la
imagen de S sobre R3.

3. Sea el elemento x = (0,007 =0, verifique si
Bl[T]BZ [X]BZ = BZ[T]81 [X]31 .

Se deja como ejercicio al lector.

Ahora sea x € V y compute

BZ[T]32 [x]32 = [Tx]BZ = [I(Tx)]BZ = 1_L32[I]191[Tx]131
= 192[1]131)91[7"]131 [X]B1

B, [T]32 [x]32 = B, [1]31 131[71]191 [IX]B1

= B, [I]B1 Bl[T]Bl 31[1]32 [X]BZ

Escogiendo x = wy, wy, ..., w, sucesivamente, se concluye que

B, [T]BZ = B, [I]B1 B, [T]31 B, [1]32

Esta identidad muestra como la base B; que representa a T
cambia si la base es cambiada por B,. Por esta razon, la matriz

B,[I]p, es llamada la matriz de cambio de base de B; — B,.

Cualquier matriz A € M, (F) es una representacion de la base
de alguna transformacion lineal T: V — V, por si B es cualquier
base de V, podemos determinar Tx mediante [Tx]z = A[x]p.
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Para esta transformacion lineal T, una computacidn revela que
slT]p = A.

Eigenvalores, Eigenvectores y
Similaridad

Cambio de base y similaridad

Toda matriz invertible es una matriz de cambio de base, y
toda matriz de cambio de base es invertible segiin lo que se
demostrd en lineas anteriores. Por ende, si B es una base dada
de un espacio vectorial V, si T es una transformacion lineal
dada sobreV, ysi A = [T]p eslabase de la representacion de
T, el conjunto de todas las posibles bases que representan a T
es

{5,115 5[T15 pll15,: By es una base de V}
= {S71A4S:S € M, (F)es invertible}

Este solo es el conjunto de todas las matrices que son
similares a una matriz A dada. Similar pero no matrices
idénticas son entonces diferentes bases de representacion de
una sola transformacion lineal. La nocion de similaridad es un
concepto clave para este apartado.
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Maximo restringido y eigenvalores

Un segundo concepto clave es la nocién de eigenvector y
eigenvalor. Vectores diferentes de cero x tal que Ax es un
multiplo escalar de x juegan un rol mayor en analizar la
estructura de una matriz o transformacion lineal, pero
aquellos vectores surgen en el contexto mas elemental de
maximizar o minimizar una forma cuadratica simétrica
sujetos a una restriccion geométrica: Para una matriz real
simétrica A € M, (R),

Maximizar xT Ax, ‘ Sujeto a x € R", xTx=1

Un enfoque convencional para tal problema restringido de
optimizacion es introducir el Lagrangiano L = xT Ax — Ax"x.
Condiciones necesarias para un extremo son

0=VL=2(Ax—2x)=0

Por ende, si un vector x € R" con xTx = 1 (y en consecuencia
x # 0) es un extremo de x”Ax, debe satisfacer la ecuacién
Ax = Ax.

Resulta que un escalar A tal que Ax = Ax para algtin vector
diferente de cero x es llamado un eigenvalor de A.

Ejemplo. Use el teorema de Weirstrass para explicar por qué
el problema de un extremo restringido tiene una solucién. El
problema dice lo siguiente
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Vectores diferentes de cero x tal que Ax es un multiplo escalar
de x juegan un rol mayor en analizar la estructura de una
matriz o transformacion lineal, pero aquellos vectores surgen
en el contexto mas elemental de maximizar o minimizar una
forma cuadratica simétrica sujetos a wuna restriccion
geomeétrica, es decir, para una matriz real simétrica A € M,,(R)

Maximizar xT Ax, Sujeto a x € R", xTx=1 ‘

Concluya que toda matriz real simétrica tiene al menos un

eigenvalor real.
Solucion.

El teorema de Weirstrass dice lo siguiente: Sea S un
subconjunto compacto de un espacio vectorial V real o
complejo de dimensidn finita con una normal [|-]|, y sea f: S —
R una funcion continua. Existe un punto x,;, € S tal que

fXmin) < f(x) paratodax €S
y un punto X4, € S tal que
f(x) < f(Xmax) paratodax € S
Esto es, f alcanza su minimo y maximo valor sobre S.

Para comprender un poco mejor este teorema, se escribe
ciertas referencias de acuerdo con un espacio vectorial real o
complejo de dimensidn finita. Sea V un espacio vectorial real
o complejo de dimension finita con una norma dada [|]|.
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La bola cerrada de radio € alrededor de x €V es B.(x) =
{yeV:|ly—xl| <€} la correspondiente bola abierta es
B.(x) ={y € V:|ly — x|| < €}. Por ejemplo, el espacio vectorial
de los ntimeros reales para R?, tiene definido su producto
escalar como

(ny):x.yi x;YER
Ahora, sunorma se define por ||x|| = v/< x,x >.Paray € R tal

quey = % y definiendo la bola cerrada de radio € = 1 se tiene

1t
B.—,(x) = {EE R™: E—X” < 1}
“)lep <2 ><1
> : 5= %5 x>
1 1
B.—1(x) = EER: <§—X,E x><1

L )

de tal forma

I s B 1.1
BE:l(x)z EER! (E—X) <1 :{EER:__X|S1}

2

Por otra parte, si fuese la bola abierta con € = 1 se tiene
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1
——x|<1}

1 2 1
Be—1(x) ={=€R™L: (——x) <1 ={—ER1:2

2 2

Otra acotacion es sobre la definicion de un conjunto y
caracteristicas de este. Es decir, un conjunto S € V es abierto
si, para cada x € S, existe un € > 0 tal que B.(x) € S. Por otra
parte, un conjunto S € V es cerrado si el complemento de S en
V es abierto.

Un conjunto S es acotado si hay unr > 0 tal que S € B,.(0).

Ejemplo. Sea V = R y un conjunto S € V definido como
S={yeV:3>y>1}

Determine si S es abierto o cerrado y acotado.

Solucion.

Definicion de conjunto abierto: Un conjunto S € V es abierto
si para cada x que estd en S existe un € > 0 tal que B¢(x) € S.
El conjunto S cumple con la definicion de ser abierto ya que
nunca ningun x que esta en S iguala a sus extremos, entonces
habrd infinidades de bolas abiertas que estén dentro del
intervalo. Para el caso de conjunto cerrado, no se cumple.
Ahora para verificar que sea restringido, debe cumplirse lo
siguiente

{yeV:3>y>1}<B,.(0): r>0

Por tanto, si es restringido.
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De forma equivalente, un conjunto S € V es cerrado si y solo
si el limite de cualquier secuencia convergente de puntos (con
respecto a [|-]|) en S estd a si misma en S.

S esta acotado si y solo si esta contenido en alguna forma de
radio finito. Un conjunto S € V es compacto si es tanto cerrado
como acotado. Para un conjunto dado S €V y una funcion
real evaluada f definida sobre S, }Crelg fx)y fclé? f(x) no

necesitan ser finitos, y si es que lo son, podrian ser o no puntos
Xmin Y X¥max en S tal quef(xmin )= )lcrelgf(x) Yf(xmax ) =

sup f(x), es decir, f no necesita alcanzar un maximo o minimo
x€S

valor sobre S. Sin embargo, bajo ciertas circunstancias,
podriamos estar seguros de que f alcanza ambos maximos y

minimos sobre S.

Una funcién f real o compleja evaluada definida sobre un
conjunto S € V es continua en x, € S si, para cada € > 0, hay
un 6 >0 tal que [f(x)— f(xo)| <€ siempre que x €S y
llx — x0ll < &; f es continua sobre S si es continua en cada
punto de S; f es uniformemente continua sobre S, si para € >
0, hay 6 > 0 tal que |f(x) — f(¥)| < € siempre que x,y €Sy
siempre que ||x — y|| < 4.

Volviendo al ejemplo, para explicar que toda matriz real
simétrica tiene al menos un eigenvalor, se debe cumplir que

Ax = Ax, conx #0

La informacién que proporciona el teorema de Weierstrass es
de que una funcién definida sobre un subconjunto compacto
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en un espacio vectorial que en este caso son los nimeros reales
R™ con f:S = R, en el que f(x) = Ax = Ax y con una norma,
estd acotada por

fGmin ) = f(®) < f(Xmax )

La idea sobre maximizar debe concretarse. Para el término
f(xmax ) serefiere a que la funcion alcanza su punto superior
mas alto debido a x,,,x - Entonces si

T
f(Xmax ) = Xmax AXmax

se cumple que xI . Axm., =xTAx, Vx €S, siendo S un
conjunto compacto, es decir, cerrado y acotado.

T

T
max AXmax =X Ax

X

xrclax [Alxl—max +t Anxn—max] = xT[Alxl + "'Anxn]

xh e Axmax —xTAx =0
Con x"x = 1, se puede simplificar a
Ax(xTx) = Ax(1) = (AxxT)x = Ax
AxxT)x —Ax =0, x+#0
AxxT —A=0

En consecuencia, debido a que el tamafio de Ax esden x 1, la
complicidad de la igualdad

(AxxTx = (Ax, x #0

Significa que debe existir algun escalar 4 € F tal que
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Ax = Ax

y por ende, toda matriz real simétrica tiene un eigen valor.
Para mostrar que es un numero real se debe tener en
consideracion que

AxxT €R, x€R, xTER

Ejemplo. Suponga que A € M, (R) es simétrica. Muestre que
max{xTAx: x € R",xTx = 1} tiene el eigenvalor m4s alto de A.

Solucioén.
Por el teorema de Weierstrass

f(max ) = f(%)

Para la matriz A estd asociado su correspondiente eigenvalor,
por ende, al estar acotada corresponde a su valor mas alto.

Operador

Una transformacion lineal desde un espacio vectorial hacia si
mismo es llamado un Operador.
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Subespacio Invariante

Suponga que T € L(V). Un subespacio U de V es llamado
invariante bajo T si Tu € U para todou € U.

Por tanto, U es invariante bajo T si Ty es un operador sobre U.

Ejemplo. Subespacio invariante bajo el operador

diferenciacién

Suponga que T € L(P(R)) estd definido por Tp =p’. Los
polinomios definidos sobre P,(R) se pueden representar como

pa(x) = ag + a;x + azx? + azx® + a,x*

con ay,a,a,,a3,a, € R debido a que P, estd restringido a
pertenecer a los ndmeros reales. Por ejemplo, si los
coeficientes fueran {ag,a4,0a,,a3,a,} = {i,1,1,1,1}
respectivamente, dicho conjunto estd en el conjunto de los
numeros complejos, sin embargo,

p(0) =i

lo que significa que para x = 0 € R, p(0) no pertenece a P,(R).
En consecuencia, definir P,(R) restringe a que sus coeficientes
estén en el conjunto de los nimeros reales.

Por otra parte, P,(R) € P(R), por lo tanto P,(R) es invariante
bajo T porque si p € P(R) tiene a lo mucho grado 4, su
derivada p’ tiene también a lo mucho grado 4. Por ejemplo,

(Tpa)(x) = T(pa(x)) = p4(x) = a3 + 2ax + 3azx? + 4a,x>
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Espacios Invariantes Especiales

Sea T € L(V), entonces los siguientes subespacios son
invariantes bajo T.

- Subespacio nulo
El subespacio {0} es invariante bajo T porque si u € {0},
entonces Tu = 0 € {0}.

- El Subespacio V
El subespacio V es invariante bajo T porque si u € V entonces
TuelV.

- kernelT
El subespacio nulo null T es invariante bajo T porque si u €
null T, entonces Tu = 0 € null T.

- RangeT
El subespacio rango T también es invariante bajo T porque si
u €rango T, entonces Tu € rango T. Hay que recordar que
RangoT = {Tu:u € V}.

Surge la siguiente pregunta, ;Debe un operador T € L(V,V) =
L(V) tener algtin otro subespacio invariante diferente del {0}
y V?. Esta pregunta resulta ser afirmativa si V' es dimension
finitay sidimV > 0 (para F = C) odimV > 2 (para F = R).

El subespacio invariante mas simple diferente del nulo de
dimension uno es uno de los mas interesantes debido a que si
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se toma cualquier v € V con v # 0 y sea U igual al conjunto de
todos los multiplos escalares de v, se puede definir U como:

U ={Av: 1 € F} = span(v)

Debido que v # O, este es linealmente independiente y
constituye una base para U. Ahora bien, si U es invariante bajo
T € L(V), entonces Tv € U, y en consecuencia hay un escalar
A € F tal que

Tv=Av

Contrariamente, si Tv =Av para algin A € F, entonces
span(v) es un subespacio de V invariante bajo T de dimension
uno porque Tv = Av € span(v) para todo v € U = span(v).

La ecuacion Tv=Av, la cual la acabamos de ver,
inmediatamente estd conectada con subespacios invariantes
de dimension uno y aquellos vectores v y escalares A reciben
nombres especiales.

Eigenvalor

Suponga que T €L(V). Un numero A€F es llamado
eigenvalor de T si existe un vector v € V talquev # 0y Tv =
Av.

Condiciones Equivalentes

Suponga que V es de dimensién finita, T € L(V), y A€ F.
Entonces las siguientes sentencias son equivalentes.
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Aesuneigenvalor deT =T —

Al no es inyectiva

Se puede traducir a que si T — Al no es inyectiva entonces A es
un eigenvalor de T. Para ello debe cumplirse que kernell(T —
ADv ={v eV:(T — Al)v = 0} # {0}, lo que ocurre que al ser
v # 0, el valor de A corresponde a un eigenvalor. Por otra
parte, si A es un eigenvalor entonces T — Al no es inyectiva, es
decir,

kernel(T — A ={v e V:(T — Al)v = 0}

Debido a que A € F corresponde a un elemento de V tal que
v # 0, entonces kernel(T — AI) # {0} lo que significa que
(T — AI) no es inyectiva.

AesuneigenvalordeT =T —

Al no es sobreyectiva

Se puede traducir a que si T — Al no es sobreyectiva, entonces
A esun eigenvalor de T. La definiciéon de sobreyectiva bajo T —
Al es de que range (T —A) =V ={(T—ADv:v€V}. En
consecuencia {(T — AI)v: v € V} # V significa que al menos un
vector en V no logra completar al espacio vectorial V y dicho
vector es el nulo, lo que significa que si (T — AI)v = 0 con v #
0, A es un eigenvalor y por ende (T — AI) no es sobreyectiva.
Por otro lado, si 4 es un eigenvalor, (T —AI) no es
sobreyectiva.

AesuneigenvalordeT =T —
Al no es invertible
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Se puede traducir a que si T — Al no es invertible, es decir no
es sobreyectiva e inyectiva, 4 es un eigenvalor lo cual se probo
en lineas anteriores. Asi mismo si 4 es un eigenvalor la
transformacion (T — AI) no es invertible.

Eigenvector

Suponga que T € L(V), y A € F es un eigenvalor de T. Un
vector v € V es llamado eigenvector de T correspondiente a A
siv#0yTv = Av.

Eigenvectores Linealmente
Independientes

Suponga que T € L(V). Entonces toda lista de eigenvectores
de T correspondientes a distintos valores de T es linealmente
independiente.

Demostracion.

Suponga que el resultado deseado es falso. Entonces existe un
entero positivo mas pequefio m tal que existe una lista
linealmente dependiente de eigenvectores v,...,v, de T
correspondiente a diferentes eigenvalores A, ..., 4,, de T (note
que m = 2 porque un eigenvector por definicién es distinto de
cero). Por ende, existen ay, ..., a,, € F, ninguno de los cuales
son 0 (debido al minimizacién de m descrita), tal que

av; +axvy + -+ apv, =0
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Aplicando T — 4,,/ a ambos lados de la ecuacion

(T — A D(agvy + avy + -+ ayvy)
= (T — AnD(ayvy) + (T — 4D (azvz) + -
+ (T - }lml)(amvm)
(T = A (ayv1) + (T — D) (azvy) + -+ (T — 4D (@m V)
= T(ayv1) — Aml(ayvy) + T(azv,) — Anl(azv,)
+ -+ T(amvm) — Al (@m V)

T(a,v1) — Apml(ayvy) + T(ayvy) — Anl(ayvy) + -+ T(amvp)

— Al (@ V)

= Ala1v1 — Apaqvg + 0,05 — A a0, + -

+ An@mVm — AmGmVm

Aa vy — Apav + 0,05 — Apayv, + -+ A @

- lmamvm
= Ala1vy — Apa Vg + 0,05 — 4005 + -
+ An-10m-1Vm-1 — AmAm-1Vm-1 =0

M1V — Apagvy + 1,050, — ApQavp + 0+ A1 Qo Vg

- Amam—lvm—l
=a; (A =4 )vr + o+ a1 (o1 — An) V-1
=T —24,1)(0)=0

Debido a que los eigenvalores A, ..., 4, son distintos, ninguno
de los coeficientes de arriba son iguales a cero. Por ende,
Vq,..,Vpm—1 €s una lista linealmente dependiente de m —1
eigenvectores de T correspondiente a distintos eigenvalores,
contradiciendo a la minimizacién de m. Esta contradiccion
completa la prueba.
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Un operador no puede tener mas
eigenvalores que la dimension del
espacio vectorial

Suponga que V es de dimension finita. Entonces cada
operador sobre V tiene a lo mucho dimV distintos
eigenvalores.

Demostracion.

Suponga que V es de dimensidn finita. Suponga que Ay, ..., A,
son distintos eigenvalores de T. Sea vy, ..., v, correspondiente
a eigenvectores. Entonces la sentencia anterior implica que la
lista vy, ..., v, es linealmente independiente. Por ende, m <
dimV segun lo deseado.

Polinomios Aplicados a Operadores

La principal razon por la cual una teoria mas enriquecedora
para operadores existe, considerando que un operador es un
mapa que transforma hacia si mismo, en términos mas
generales, es que los operadores pueden ser elevados a
potencias. Este concepto sera clave para probar después que
todo operador sobre un espacio vectorial diferente de cero
complejos de dimension finita tiene un eigenvalor.
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Notacion: T™
Suponga que T € L(V,V) y ademds que m es un entero
positivo.

- T™eL(V) estd definido por T =T T, es decir,
multiplicar T m veces.

- TO estd definido como el operador identidad I sobre V

- SiT esinvertible coninversaT ™!, entonces T™™ € L(V)
esta definido

por T™™ = (T~H™,
Se podria verificar que si T es un operador, entonces
TMTN = TNy (M) — Tmn
Por ejemplo,
T =T--T=T"*S=T"-TS, m=r+s
Por otra parte,
T"=T~T=S$

SM=8..S=T"-.T" = (TH)M =T™
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Notacion: p(T)

Suponga que T € L(V,V) y que p € P(F) es un polinomio
dado por

p(2) = ag + a1z + ayz% + - + apz™

para todo z € F. Entonces p(T) es un operador sobre V
definido por

p(T) = apl + a;T + ayT? + -+ a,, T™.

Ejemplo. Suponga que D € (P(R)) es el operador
diferenciaciéon definido por Dq = q' y que p es el polinomio
definido por p(x) = 7 — 3x + 5x2. Escriba la aplicaciéon del
operador D sobre p(x).

Solucion.
p(D) = 71 — 3D + 5D?
Ahora aplicando sobre q se tiene
(p(D))q = (71 — 3D + 5D%)q = (71)q + (—3D)q + (5D?)q

=7(D%) — 3(Dq) + 5(D?*q) = 7q — 3q' + 5(D(Dq))
=7q—3q"+5(Dq’)

=7q—-3q"+5(Dq") =79 -3¢ +5q"
para todo q € P(R).

Es importante recalcar que si se fija un operador T € L(V,V),
entonces la funcién de P(F)a L(V) dada por p — p(T) es
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lineal. Por ejemplo, sea la funcion S: P(F) — L(V), entonces
para todo 7, q € P(F):

Sean los polinomios

r(2) = a2 + a2} + apz? + o+ 2™, q(2) = bz + byz +
byz? + -+ + by z™

Entonces,

S(r+q) =S(apz’ + a1z + ayz* + -+ + 4 z™ + byz° + by z
+ byz% + -+ bpz™)

S[(ag + by)z° + (a; + b))zt + (ay + by)z?% + -
+ (am + br)z™]
= (ap + bo)I + (a; + b)T + (ap + b,)T? + -+
+ (ay + b )T™

Debido a que I, T,T?, ...,T™ es un operador sobre V,
q P

(ag + bo)I + (ay + b)T + (ay + by)T? + -+ (ay, + by )T™
= aol + bol + alT + blT + asz + b2T2 + e
+ ap,T™ + b, T™

= (apl + ,T + a,T? + - + a,, T™)
+ (bol + byT + by, T? + -+ + b, T™)
=S(r) +S(q)

En consecuencia, se cumple para la adiciéon la funcién de
S:P(F) — L(V). Por otra parte,

Cona€F, S(aq) =S(a(bpz®+ byz+ byz? + -+ bpz™))
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S(a(boz® + byz + byz? + -+ + byyz™))
= S[((xbOZO) + (ab1Z) + (abzzz) + -
+ (ab,,z™)]

S[(abyz®) + (abyz) + (abyz?) + -+ + (ab,,z™)]
= abyl + ab,T + ab,T? + -+ ab,, T™

abyl + ab,T + ab,T? + -+ + ab,, T™
= a(bol + byT + byT? + -+ b, T™) = aS(q)

Finalmente, la funcion S: p — p(T) es lineal.

Producto de Polinomios

Si p,q € P(F), entonces pq € P(F) es el polinomio definido
por

(pq)(2) = p(2)q(2)

paratodoz € F.

Propiedades Multiplicativas
Suponga que p,q € P(F) y T € L(V). Entonces
- (pa)(T) = p(T)q(T)
- p(Mq(T) = q(T)p(T)
Demostracion.
Suponga que p(z) = XLo a7/ y que q(z) = Xf—obyz* para

todo z € F. Entonces

117



Por ende,

(p)(T) = p(T)q(T)
Usando el andlisis anterior dos veces, tenemos en primer

lugar p(T)q(T) = (pq)(T), y en segundo, (qp)(T) = q(T)p(T).
En consecuencia,

(i a,w)@ et

=p(Mq(T) = i zn: a;b, 7k

Jj=0k=0

(Z ka" (i aﬂ”) = q(D)p(T) = Z Z by T
k=0 j=0
i a b, T/ +k

j:O =0

p(Mq(T) = q(T)p(T)

Fv‘
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Espacio Nulo y Rango de p(T) son

invariantes bajo T

Suponga que T € L(V) y p € P(F). Entonces nullp(T) y
rango p(T) son invariantes bajo T.

Demostracion.
Suponga que u € null p(T). Recordando la notacién de p(T),
p(T) = apl + ;T + a,T? + -+ + a,, T™
entonces es posible reescribir
T(p(T)) = T(aol + arT + a;T? + -+ ay, T™)

T(aol + a,T + a,T? + -+ a,,T™)
=T(apl) + T(ayT) + T(ayT?) + -+ + T(a,, T™)

T(aol) + T(a T) + T(ayT?) + -+ + T(a,, T™)
= (agDT + (a,T)T + -+ (@, T™)T = p(T)T

En consecuencia,
p(MTwW) =Tp(T)(w) =T(0) =0

Por ende Tu € nullp(T). En consecuencia, null p(T) es
invariante bajo T porque p(T)(Tu) € null p(T) para todo Tu €
null p(T). Con esta demostracidon, se puede representar a
null p(T) como

null p(T) = {Tu € V:p(T)(Tu) = 0}
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Por ejemplo, sea el polinomio p(x) =x*+x—2, Vx €R.
Definase el operador diferenciacién como Dgq = q'. Entonces
p(D) se puede representar como

p(D)=D%?+D —2I
Aplicando el operador p(D) sobre P(F) con q € P(F)
p(D)q=(D*+D—21)q=D?q+Dq—2Iq=q" +q'—2q
Seria interesante definir null p(D). Entonces
null p(D) = {Du € P(R): p(D)(Du) = 0}

Si u € P(R) tal que u(x) = x, entonces Du = 1. Con ello se
puede escribir

p(D)(Dw) = p(D)(1) = (D? + D —21)(1)
=D*(1)+D(1)-2[(1)=0+0—-0=0

entonces Du € P(R) esta en null p(D).

Suponga ahora que u € rango p(T). Entonces existe un
elemento v € V tal que u = p(T)v. Por ende,

Tu =T((T)v) = p(T)(Tv)

En consecuencia, Tu € rango p(T). Por ende, el rango p(T) es
invariante bajo T, como lo era deseado.
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Ejercicios de Aplicacion
1. Suponga que T€EL(WV) y U es un
subespacio de V.
- Pruebe que si U € null T, entonces U es
invariante bajo T.
- Pruebe quesirangeT < U, entonces U es
invariante bajo T

Desarrollo.

En primer lugar, si U es un subespacio de V, se dice que si
Tu € U, Vu € U entonces U es invariante bajo T. La condiciéon
del problema es que dice que U € null T entonces, el conjunto
de elementos {e;}, Vi € N* que estan en U estan en el espacio
nulo de T. En consecuencia, Te; =0€nullT,Vie NT y
debido a que null T es invariante bajo T, por ende, se concluye
que Te; € U,Ve; € U lo que significa que es invariante U bajo
T.

Por otra parte, rangeT es invariante bajo T si Tv €
range T,Yv € range T, en consecuencia range T subespacio
de V es invariante bajo T, sin embargo, definiendo
nuevamente U = {e;, Vi € N*}, se obtiene que

rangeT = {Tv:v € V} C {Te;, VieENt,e,eUteUCV

Por ende, U es invariante bajo T.
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2. Suponga que T € L(V). Pruebe que la
interseccion de cada coleccion de
subespacios de V invariantes bajo T es
invariante bajo T.

Desarrollo.

Suponga que U,Q son subespacios invariantes bajo T. En
consecuencia, {Tu € U,Vu € U} y ademas {Tq € Q,Vq € Q}. Si
se realiza la interseccién de estos subespacios, se puede
generar un nuevo subespacio

S={TueUvueU}n{Tqe€Q,Vq € Q}

Es decir que S es el conjunto de elementos Tu VTq, Yu € UV
Vq € Q. Por ende, cualquiera de las dos opciones puede ser
valida y en consecuencia produce un subespacio invariante
bajo T. Lo mds curioso es que puede haber mds subespacios
que se intersecan entre si generando nuevos subespacios de V
invariantes bajo T.

3. Pruebe o de un contra ejemplo: Si V es de
dimension finita y U es un subespacio de
V que es invariante bajo todo operador
sobre V, entonces U = {0} o U =V.

Desarrollo.
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Si V es de dimension finita entonces existen elementos
{v1, vy, ..., v} que conforman una base para V. Por otra parte,
sea U un subespaciode Vy T € L(V,V). Si se define que

S={Tuel, Vu € U}

entonces el conjunto S representa que U es invariante bajo T
(Significa que U = {0} o V?

Si U=0, S={T(0)=0¢€U, 0€U} de igual manera la
representacion de S indica que U es invariante bajo todo
operador T sobre V.

Si U=V,S={T(v)eV, vveV} de igual manera la
representacion de S indica que U es invariante bajo todo
operador T sobre V.

Sin embargo, definase como V =R y por otra parte a la

transformacion lineal
T:R—-> R, T(x) = ax, VxER ,d €R

Ahorasea U = {n, Vn € N} el cual es un subespacio de V pero
no es invariante bajo todo operador sobre V es decir que
T(n) € U, Vn € U no se cumple, por ejemplo, @ = 0.1, T(x) =
0.1x y si se escoge cualquier n € U resulta que Tn no pertenece
a U. Con este pequenio ejemplo se puede garantizar que para
que un subespacio sea invariante bajo cualquier operador,
este tiene que ser el subespacio trivial o todo el espacio
completo.
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4. Suponga que T € L(R?) esta definido por
T(x,y) = (—3y,x). Encuentre los
eigenvalores de T.

Desarrollo.

Los eigenvalores de T corresponden a aquellos A € F tales que
T(v) = Av, conv # (0,0). En consecuencia, si existen valores
tales que

Alx,y) = (=3y,%)
con A € F entonces se denomina a 4 eigenvalor de T.
(Ax, 2y) = (=3y,%)
se debe cumplir entonces que
Ax = =3y
Aly=x, 22y =(1x), 1€R

Ay = -3y
y
==1 y#0
y
2=-3
A= +3i

A pesar de que el ejercicio ya estd completo para el enunciado,
causa interés saber cuales son aquellos elementos que estan
en R? de tal manera que sean eigenvectores.

Sea
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a=+V3i

entonces

a(x,y) = (ax,ay) = (~3,%)
Con ello se obtiene que ax = -3y y ay =x. Se puede
reescribir

ay +ax =x—3y

ay=x—ax—3y=x(a—1)—3y
x
a=;(a—1)—3, xy+0

a+3

b
a—1 vy

Entonces los vectores de la forma

a+3 9
(x,y) = (my,}’), con (x,y) €R

son todos los eigenvectores de T correspondientes a los
eigenvalores 1 = +/3i.

5. Definase T € L(F?) por T(w,z) = (z,w).
Encuentre todos los eigenvalores vy

eigenvectores de T.
Desarrollo.

Encontrar todos los eigenvalores de T conlleva utilizar todos
los elementos (w, z) # O tales que
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T(w,z) = (z,w) = A(w, z)
(z,w) = (Aw, A2)
z=Aw, w =1z, Aw = A(Az)
z=2%z, 2*?=1, 1=+1
Entonces aquellos eigenvalores que corresponden a T son +1
y —1.

Para encontrar todos los eigenvectores correspondientes a T
asociados a su eigenvalor se debe encontrar todas las posibles
representaciones de (z, w) que se presenten por

(z,w) = (Aw, A2)
z=Aw, w = Az
zZ+w=2Aw+ Az
z—Az+w=A4iw
zA1-A)=wlA-1)

z_/1—1_ /1—1_
w 1-12 1-1_

-1, z=—w

En consecuencia, la representacién de los eigenvectores de T
asociados a A tienen la forma (z, w) = (—w, w).

6. Suponga que P € L(V) es tal que P> = P.
Pruebe que si 4 es un eigenvalor de P
entoncesA =004 =1.

Desarrollo.
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Si A es un eigenvalor de T entonces existe un v € V tal que
P(v) = Av. Por otra parte, también se tiene que P(P (v)) = Av.

P(P(v)) =P(Av) =AP(v) = Av
A(Av) = v
Se tiene que con A € F,
A2y = Q.

Debido a que v # 0, para que se cumpla la igualdad o bien
A=004=1.

Comprobando,
A=0, (0)2v=00v=0=0
A=1 (D2v=Qv=v=v
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Ejercicio de Alta Complejidad

7. Suponga que vy, v, ..., V, es una base de
V y TeL(V). Pruebe que si 4 es un
eigenvalor de T, entonces
12| < nmax{|M(T);|:1 < j k <n}
donde M(T);; denota la entrada en la fila j,
columna k de la matriz de T con respecto a las
bases vy, ..., v,.

Desarrollo.

Se intentara demostrarlo por induccion. Entonces paran = 1.
vy EVeconT € L(V)

Si A es un eigenvalor, entonces T'(v) = Av. Para determinar la
matriz de la transformacion lineal, se deben expresar a cada
elemento de la base de ¥V como combinacion lineal de los
elementos del conjunto de llegada de la base del espacio
vectorial.

T(vy) = a7y

entonces M(T) = (a11)1x1. Incluso se puede observar que A =
a;1 corresponde a un eigenvector de v;.

lay;| < nmax{|M(T);x|:1 < j,k <n} =nmax{|a;;[}

= 1(lai1]) = lay4l
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El método de induccion conlleva a demostrar que si es valido
para i = 1y para i = n, entonces es valido parai =n + 1. Se
ha demostrado que es valido para i = 1 y se presume que es
valido para i = n. Entonces

Sea vy, V,, ... Uy, Unyq unabase de V con T € L(V).
T(v1) = a;1v1 + a1V, + -+ Apy1,1Vn41

T(v3) = a13v1 + ApaVp + ** + Api12Vns1

T(Vn41) = Qipi1V1 + GgniaV2 + -+ Qi ne1Vnin
La matriz de T estd definida entonces por

a1 Qintt
M(T) = : : , a; €FLj=1..,n+1
An+11  °° On+in+l

Sea 14 un eigenvalor de T. Entonces existe un elemento v # O
tal que

T(w) = v = Acrvg + - + Vg1 Vna1)
=T(cvy + -+ Cny1Vns1)) €1 Cny1 €F

A(c1vg + -+ V1 Vny1) = T(C1vg + -+ Cpy1Vns1)
=c1T(vy) + -+ cns1T(Wny1)
A(c1vg + -+ Uy V1)
= C1(a11V1 +az v+t an+1,1Vn+1) + -
+ cnr1(@rnav1 + agpiava +

+ Qpy1n41 Un+1)
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A(c1vg + -+ Uy Vnyr)

= [C1a11v1 + et Cn+1a1,n+1171] + o

+ [Clan+1,1vn+1 +-+ Cn+1an+1,n+1vn+1]
Los vectores vy,...,v,4; son linealmente independientes,
entonces

Aciv1 = €1a11V1 + -+ Cpy1 A4V
=v1(c1a11 + -+ Cpy1Q1041)

En consecuencia,

Acy = @41 + -+ Cri1Qipn

Enfocando la definicion de que F pueden ser los niimeros
reales o complejos, se puede generalizar de que F = C y en
caso de que sean los reales, simplemente su parte imaginaria
es igual a cero, entonces

Al < |Acq| = [Alley| = |C1a11 + -+ Cn+1a1,n+1|
<lciay |+ -+ |Cn+1a1,n+1|

Debido a que es valido parai =n

|M<|C1||a11| |Cn+1||a1,n+1|
~ ol [cql
|Cn+1||a1n+1|
S fayy |4 o = S
cl
< (n+ 1) max{layql, .., |as ns1}
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